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Abstract 
Integer partitions refer to a representation of the positive integer n as a sum of integers ≥ 1 . We 
do not consider the order of terms of the sum. The problem of counting non-congruent triangles 
with integer sides is just a case of partition of integers. Now, there have been many results about 
the study of triangles with integer sides problem. In this article, we will solve the problem in two 
ways. Firstly, we take the common version using the theory of integer partitions to give a proof. 
Here, we will require generating functions. By using Ferrers diagram, the integer triangles prob-
lem will cross to the solution with integers  0, 1,2,3ix i≥ =  of 1 2 34 2 3 3x x x n+ + = − , while the 
sum of ( )x x x1 2 3, ,  is equal to the solution of triangles with integer sides problem using the me-
thod of generating function. Secondly, we give a geometric approach using triangular coordinates 
which is easier to understand. Since x y z n+ + = , we can view ( )x y z, ,  as a point in the space 
x y z n+ + = , in the triangle cutting off by the planes 0x = , 0y = , 0z = . Then, the sum of the 

integral values of , ,x y z  corresponds to the number of non-congruent triangles with integer sides. 
Also, we bring out several further properties, including the number of non-congruent triangles 
types, such as Isosceles triangles and Equilateral triangles. At the end, we study more about right 
triangles, acute triangles and obtuse triangles in the non-congruent triangles. But we can just get 
some relevant properties and conjectures now. 
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摘  要 

整数分拆是指将正整数 n表示成一些正整数的无序和。周长为 n的整数边不全等三角形个数问题是整数

分拆里的一个特殊情况。目前对于整数边三角形问题的研究已有许多结果。本文将采用两种方法证明整
数边三角形个数的表达式。方法一采用组合学上整数分拆的方法，方法二是运用空间格点方法证明。在

方法一中介绍了整数分拆理论求解的常规方法，利用Ferrers图把整数边三角形个数问题求解转化为

x x x n+ + = −1 2 34 2 3 3 的非负整数解个数求解，继而可采用生成函数法求解 ( )x x x1 2 3, , 的个数，也即原

问题中周长为 n的不全等整数边三角形的个数。在方法二中，借助于几何方法，把原问题中三角形三边 x 、

y 、 z 所需满足的条件： x y z n+ + = 且 nx y z ≤, ,
2
转化为三维坐标轴中对应的平面图，因为 x 、 y 、 z

为整数，所以实则对应于一网格点图，通过研究网格点的性质可求出整数边三角形的个数表达式。此外，

本文还进一步研究了三角形的各类型个数与其间关系。例如，其中包含的等腰、等边三角形的个数表达

式。对于直角、锐角、钝角三角形个数问题，目前只得出相关性质的一些结论和猜想。 
 
关键词 

整数分拆，Ferrers图，数形结合，三角形类型 

 
 

1. 引言 

(1) 问题提出 
本文需要证明如下问题：具有整数边长且周长为 n 的不全等三角形的个数等于 

( )( )121 3 21 1 3
48

nn n n− + + + −  
。这里， [ ]x 表示实数 x 的取整函数。 

(2) 背景介绍 
给定周长 n ，能构成的不全等的整数边三角形有多少个？这个问题来自于 Louis Comtet 的“Advanced 

Combinatorics”一书，书中直接给出了一个表达式(文献[1])。这个问题是整数分拆理论中的一个特殊情

况，即把整数 n 划分为三部分，分别作为三角形的三边边长，并需要满足能构成三角形的相关条件。在

1674 年，Leibniz 首先提出分拆这个概念(文献[2])，例如，3 可以分拆成 1 + 2 或 1 + 1 + 1，也可以是 3
它本身，所以 3 的无序分拆数为 3。那么对于一般情况， n 的分拆为一些无序正整数之和的个数为多少

呢？后来，整数分拆理论就发展起来了。设 ( )p n 为 n 表示成无序正整数之和的总个数，例如，p(3)=3。
那么，能给出 ( )p n 确定的计算方法和表达式么？在 Euler (文献[3])，Rogers (文献[4])，Ramanujan (文献

[5])，Hardy (文献[6])，MacMahon (文献[7])，Rademacher (文献[8]) and Sylvester (文献[9])的努力下，现已
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有一套比较完善的整数分拆理论，文献[8]中得到 ( )p n 的一个估计式。 
(3) 本文概述 
对于本论文所要研究的问题，即整数分拆的一个特殊情况—整数边三角形个数问题，我们将在正文

前部的方法一中将给出运用组合学中整数分拆理论的方法，其中需用到 Ferrers 图把原问题转化为我们 

熟知的问题，再运用生成函数法来解得结果。该问题的生成函数
( )( )( )

3

2 3 41 1 1
x

x x x− − −
的系数序列已被命

名为 Alcuin’s Sequence (详见文献[10])。 
是否还能从其他角度来解这个问题？这儿，我们运用组合几何(文献[11])上的空间格点方法，给出了

从另一角度证明的方案。除此之外，我们是否还可以进一步细致研究一下三角形的各类型的个数？为此，

我们通过空间网格图形中格点的性质，得出了特殊三角形—等腰、等边三角形的个数表达式。在研究直

角、钝角、锐角三角形时，目前只能得出一些性质和相关猜想，其个数问题还有待进一步研究。 

2. 主要结果 

2.1. 组合方法证明 

周长为 n 的整数边三角形个数问题，我们可从三角形的三边着手讨论。三角形的三边边长满足和为

定值 n ，类似于整数分拆里的 n 的三分拆情形，但多了约束条件，即这分拆的三部分需满足构成三角形

的一些条件。 
下面，我们先引入整数分拆的概念(文献[12])。 
设 n 为任一正整数。整数分拆是指，对于取定的 n ，表示成一些正整数之和，这些正整数称为 n 的

分拆项，不考虑次序。例如，对于正整数 5 的分拆如下：5 = 5；5 = 1 + 4；5 = 2 + 3；5 = 1 + 1 + 3；5 = 1 
+ 2 + 2；5 = 1 + 1 + 1 + 2；5 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1。这里为了避免在不考虑次序前提下分拆出现重复，故把

分拆项由小到大相加表示。 
原问题中三角形个数问题是 n 的三分拆的特殊情形。故在此，我们先给出 n 的 m 分拆( m 为正整数)

的定义。 
定义 2.1：正整数 n 的分成m ( m 为正整数)个被加数的分拆可以看成是方程： 1 2 3 mx x x x n+ + + + = ，

1 2 3 mx x x x≤ ≤ ≤ ≤ ， ix 为正整数， 1,2,3, ,i m=  ，的解。方程解 ( )1 2 3, , , , mx x x x 的集合称为 n 的 m 分

拆。对任一解 ( )1 2 3, , , , mx x x x ，则称为 n 的m 分拆项。 
下面的定理是明显的。 
定理 2.1：任意给定正整数 n 的一个分拆，则对应于方程 1 2 32 3 nx x x nx n+ + + + = 的一个解，解

( )1 2 3, , , , nx x x x 中 ix 则对应该分拆中分拆数 i 的个数。 
由以上定理中方程的形式，我们可以知道，在求解的个数时，可采用生成函数法。因此，我们需要

把三角形问题转化为类似上述定理中的式子。而这一转化过程需借助 Ferrers 图来完成。为此，我们先引

入 Ferrers 图(文献[13])的定义。 
定义 2.2：对于正整数 n 的任一分拆 (如上定义 )，对应于一组 ( )1 2 3, , , , mx x x x ，不妨设

1 2 3 mx x x x≤ ≤ ≤ ≤ ，其中 ix 为正整数， 1,2,3, ,i m=  ，我们把 ix 用对应个数的间隔相等的横向小圆点

列表示，则 ( )1 2 3, , , , mx x x x 可表示成m 组小圆点列，可将它们从上到下依次靠左对齐排列，所产生的图

则称为 Ferrers 图。 
例如，18 的一个分拆，18 = 1 + 2 + 2 + 4 + 4 + 5，对应的 Ferrers 图如图 1 所示。 
易见，Ferrers 图可以唯一确定正整数 n 的一个分拆。 
在介绍了整数分拆的概念以及其简单性质，和 Ferrers 图的定义后，下面我们将借助上述内容分析一
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下整数边三角形个数问题。 

问题重述：求证具有整数边长且周长为n 的不全等三角形的个数的表达式为 ( )( )121 3 21 1 3
48

nn n n− + + + −  
。 

这里，[ ]x 表示实数 x 的取整函数。 
证明过程如下： 
假设周长为 n 的整数边三角形三边长为 x ，y ，z ，那么需满足：x y z n+ + = ，x y z+ > ，x z y+ > ，

y z x+ > ， , ,x y z 为正整数。不妨设 x y z≥ ≥ 。取满足上述条件的任意一组解 ( ), ,x y z ,其对应的 Ferrers 图
如下图 2 所示： 

在上图所示的右边图中，表示的是 Ferrers 图顺时针旋转 90 度后所得的图。在图 2 的右图中，令 1n 表

示一个点的行数， 2n 表示两个点的行数， 3n 表示三个点的行数。那么有：

1 2 3

2 3

3

n n n x
n n y
n z

+ + =
 + =
 =

。 

由条件 x y z n+ + = ， y z x+ > ， x y z≥ ≥ 可等价为关于 1n , 2n , 3n 的下列式子： 1 2 32 3n n n n+ + = ,

3 1n n> ， 1 2, 0n n ≥ 。 
整理上述式子可得 ( )1 2 3 14 2 3 1 3n n n n n+ + − − = − ， 3 1 1 0n n− − ≥ ， 1 0n ≥ ， 2 0n ≥ 。 
令 1 1x n= ， 2 2x n= ， 3 3 1 1x n n= − − ，则上述条件转化为 1 2 34 2 3 3x x x n+ + = − ， 0ix ≥ ， 1,2,3i = 。 
由上述推导过程可知， ( )1 2 3, ,x x x 与 ( ), ,x y z 一一对应。所以，至此，原来的不全等整数边三角形个

数问题转化为 ( )1 2 3, ,x x x 解的个数问题。解一般的不定方程是困难的，在这里我们通过一个简单的线性

变换，将问题转化为已经解决的不定方程的解的问题。 
对于 ( )1 2 3, ,x x x 需满足条件 1 2 34 2 3 3x x x n+ + = − ， 0ix ≥ ， 1,2,3i = 的求解，即采用生成函数法。对 

 

 
Figure 1. Partition of 18 
图 1. 18 的分拆 

 

 
Figure 2. 3-partition of n 
图 2. n 的 3 分拆 
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应的生成函数如下：

 

( )( )( ) ( )( )( )
3

3 2 4 6 3 6 9 4 8 12
2 3 4

1 1 1
1 1 1

x x x x x x x x x x x
x x x

= + + + + + + + + + + + +
− − −

  
      (1) 

由生成函数法理论可知，上面(1)式的展开式中 nx 前面的系数即为方程 1 2 34 2 3 3x x x n+ + = − 的解

( )1 2 3, ,x x x 的个数(文献[13])，也即原问题中周长为 n 的不全等整数边三角形的个数。 

在Maple中输入命令
( ) ( ) ( )

3

2 3 4
, , ;

1 1 1
xconvert parfrac x

x x x

 
 
 − ⋅ − ⋅ − 

并运行，则得到(1)式的部分分式展

开式为 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2

1 1 1 1 2 1 13 1
8 32 1 9 288 11 1 24 1 16 1

x x
x xx x x x x

− − +
⋅ − + ⋅ − + −

+ −+ + + − +
              (2) 

下面计算(2)式中每一项的幂级数展开式，找出 nx 项前面的系数。 

第一项 2

1 1
8 1

x
x
− −
⋅

+
展开式中 nx 项前面的系数为

( )
( )
( )
( )

1 8, 0 mod 4
1 8, 1 mod 4

1 8, 2 mod 4
1 8, 3 mod 4

n
n

n
n

− ≡
− ≡
 ≡
 ≡

； 

第二项
( )
1

32 1x
−

+
展开式中 nx 项前面的系数为 ( ) 1 11

32
n+− ⋅ ； 

第三项 2

1 2
9 1

x
x x

+
⋅

+ +
展开式为

( ) ( ) ( )( )( )3 6 9
2 3

21 1 1 12 2 1 1
9 9 91 1

x xx x x x x x
x x x
+ −

⋅ = ⋅ + ⋅ = + − + + + +
+ + −


，则

nx 项前面的系数为

( )
( )
( )

2 9  , 0 mod3
1 9, 1 mod3
1 9, 2 mod3

n
n
n

≡
− ≡
− ≡

； 

第四项
( )3

1
24 1x

−
−

展开式中 nx 项前面的系数为
( )( )2 11

24 2
n n+ +

⋅ ； 

第五项
( )
13

288 1x −
展开式中 nx 项前面的系数为

13
288

− ； 

第六项
( )2

1
16 1x

−
+

展开式中 nx 项前面的系数为
( ) ( )

11
1

16

n

n
+−
⋅ + 。 

将上面所求六项的每个 nx 项前面的系数相加所得的和即为(1)式的幂级数展开式中 nx 项的系数。 
因为上面的计算结果中 n 分在mod3和mod 4 下表达式不同，所以以上结果可写成在mod12 下的十二种

情况下不同等式，可通过计算验证这 12 个等式可等价于证明题题目中的结果 ( )( )121 3 21 1 3
48

nn n n− + + + −  
，

这里，[ ]x 表示实数 x 的取整函数。 

综上所述，我们通过分析整数边不全等三角形所要满足的条件，结合整数分拆理论和 Ferrers 图，将

它转化为运用我们熟悉的生成函数法来求解，得到最终题目中需要证明的结果。 

2.2. 空间格点方法证明 

在上述第二大部分，我们把三角形问题看作整数分拆的一个特殊情形来考虑，故采用整数分拆理论和

Ferrers 图来解该问题。其优点在于有效地运用了现有的整数分拆理论，当然，中间还需借助 Ferrers 图工具，

才能转化成我们熟知的形式并利用生成函数法求解。那么，是否有其他更直接、更简单易懂的方法呢？ 
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考虑三角形的三边，把它看作三个未知数，满足和为定值 n ，即满足方程 x y z n+ + = ，该方程在三

维坐标轴中对应于一平面。这里研究的整数边三角形的三边是正整数，所以实则这三边对应于一平面网

格点图。故下面我们将通过研究网格点图上点的性质来求解周长为 n 的不全等整数边三角形个数问题。 
如果设一个整数边三角形的三边长分别为 x 、 y 、 z ，那么正整数 x 、 y 、 z 需要满足的条件为：

x y z
x z y
y z x

+ ≥
 + ≥
 + ≥

。(这里考虑了退化的三角形在内) 

如果给定三角形周长为 n ，即 x y z n+ + = ，那么由上面约束条件，等价于： 

, ,
2
nx y z ≤                                        (3) 

建立一个三维坐标系，画出 x y z n+ + = 的图像，如图 3 所示。 
那么，图中 x 、 y 、 z 可分别对应所要研究的三角形的三边边长。因为周长为 n 的整数边三角形需

满足 x y z n+ + = ，且 x 、 y 、 z 均为非负整数，所以以上条件在三维坐标轴中呈现出的平面图为网格状

三角形，每个网格点即表示满足条件的整数点坐标 ( ), ,x y z 。 
例：图 4 中左图为 9n = 时 ( ), ,x y z 对应的网格点平面图，其中三条虚线分别对应： 4.5x = ， 4.5y = ，

4.5z = ，这三条虚线即为上述等价约束条件(3)的边界线，并构成一个等边三角形。右图为 6n = 时 ( ), ,x y z
对应的网格点平面图，三条虚线分别对应 3x = ， 3y = ， 3z = ，也构成一个等边三角形。 
 

 
Figure 3. Function x y z n+ + =  
图 3. 函数 x y z n+ + =  

 

 
Figure 4. Lattice point graph 
图 4. 格点图 
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如上介绍了平面网格点图后，我们将研究这些网格点的性质，以便用来计算三角形的个数。这里，

我们先引入一些记号以及与之相关的简单结果。 
若 x y z n+ + = ，则记它如上所述对应的网格状三角形为 ( )1TA n + 。那么其上有 

( ) ( )( ) ( )
1 2

1 2 1 1
2

n n
n T n

+ +
+ + + + = = + 个网格点，即有 ( )1T n + 个非负整数坐标点 ( ), ,x y z 。内部等边

三角形(缩小一圈)为 ( )2TA n − ，含有 ( )2T n − 个点。 

若记 ( )1T n 为满足 x y z n+ + = 的整数边三角形个数， ( )2T n 为满足 x y z n+ + = 的非退化整数边三角

形个数，(非退化的整数边三角形指的是三角形的内角中不能有两个直角或一个平角)，那么对 n 为偶数和

奇数时的情况分别讨论如下： 
情形一：当 n 为奇数时，不妨设 2 1n q= + 。 

由 , ,
2
nx y z ≤ 可知， 1, ,

2
x y z q= + 为满足条件的网格点的边界线(可参考图 4 左图 9n = 时)，满足三角

形条件的中间三角形为 ( )TA q ，由三条边界线 1, ,
2

x y z q= + 包围在内，含有 ( )T q 个点。所以此时可以得

出： ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1
2

q q
T n T n T q

+
= = = 。 

情形二：当 n 为偶数时，不妨设 2n q= 。 
此时， , ,x y z q= 为满足条件的网格点的边界线(可参考图 4 右图 6n = 时)，在每条边界线上有

1 1n q q+ − = + 个点，满足三角形条件的中间三角形为 ( )1TA q + ，由三条边界线 , ,x y z q= 构成，含有

( )1T q + 个点。所以此时可以得出： ( ) ( ) ( )( )
1

1 2
1

2
q q

T n T q
+ +

= + = ， ( ) ( ) ( )( )
2

2 1
2

2
q q

T n T q
− −

= − = 。 

由以上讨论过程，我们可以得出如下推论。 
推论 3.1：(1) ( ) ( )1 12 2 2 1T q T q− = + ；(2) ( ) ( )2 22 1 2 4T q T q+ = + 。 

证明：(1)当 2 2n q= − 时，由上面公式，代入可计算出 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1
2 2

2
q q

T n T q T q
+

= − = = ；当 2 1n q= +

时，由上面公式，代入可计算出 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1
2 1

2
q q

T n T q T q
+

= + = = ，所以 ( ) ( )1 12 2 2 1T q T q− = + 。 

(2) 当 2 1n q= + 时，代入上面相关公式，则 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1
2 1

2
q q

T n T q T q
+

= + = = ；当 2 4n q= + 时，代

入上面相关公式，则 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1
2 4

2
q q

T n T q T q
+

= + = = ，所以 ( ) ( )2 22 1 2 4T q T q+ = + 。 

在上述讨论网格点个数对应的三角形个数时，我们并没有把例如：三边长分别为 ( )2,3,4 和 ( )3,2,4 ，

这样的两个全等的三角形作为同一个三角形考虑，所以在计数时出现了重复计数。为此，我们在考虑三

角形的不全等性时，对应的网格点该怎么去重呢？ 
定义 3.1：若每个三角形的三边边长 x ， y ， z 所对应的坐标形式 ( ), ,x y z ，满足在置换下不会等价，

则得到的三角形集合为不全等三角形。 ( ), ,x y z 在置换下有六种等价形式： ( ), ,x y z ； ( ), ,x z y ； ( ), ,y x z ；

( ), ,y z x ； ( ), ,z x y ； ( ), ,z y x 。 
下面为计算方便先引入几个记号。 
记 ( )N q 为 ( )TA q 中不等价点个数； ( )3T n 为周长为 n 的不等价(不全等)整数边三角形的个数； ( )4T n 为

周长为 n 的不等价(不全等)非退化整数边三角形的个数。 
例：当 4q = 时，图 5 为 ( )TA q 所对应的网格点图，不等价点包含在所画三角形边界及内部，则不等

价点个数 ( )4 3N = ；图 6 为 5q = 的情况，不等价点个数 ( )5 4N = 。 
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由以上定义，我们可以得到如下推论。 
推论 3.2：(1) ( ) ( ) ( )3 32 2 2 1T q T q N q− = + = ；(2) ( ) ( ) ( )4 42 1 2 4T q T q N q+ = + = 。 
证明：(1)当 2 2n q= − 时， ( ) ( )1T n T q= ，所以 ( ) ( )3T n N q= ；当 2 1n q= + 时， ( ) ( ) ( )1 1 2 1T n T q T q= + = ，

所以 ( ) ( )3T n N q= 。所以 ( ) ( ) ( )3 32 2 2 1T q T q N q− = + = 。 
(2) 当 2 1n q= + 时， ( ) ( )2T n T q= ，所以 ( ) ( )4T n N q= ；当 2 4n q= + 时， ( ) ( )2T n T q= ，所以

( ) ( )4T n N q= ；所以 ( ) ( ) ( )4 42 1 2 4T q T q N q+ = + = 。 
我们可从以上性质中得出周长为 n 的不全等整数边三角形个数与对应网格状三角形内部满足条件的

不等价点的个数关系。 
接着，我们将可以充分利用如上定义所得的一些关系式，推导出 ( )4T n 的表达式，即为所求三角形的

个数表达式。为此，我们可先证得如下关系式。 

定理 3.1： ( ) ( ) 43
2

qN q N q + + = +   
。 

证明： ( )3TA q + 由 ( )TA q 增大一圈获得，增加的外圈的三条边平均每条边有 3q + 个点。那么不等价

点增加个数讨论如下： 

若 3q + 为偶数，则 ( ) ( ) ( )3 43
2 2

q qN q N q N q+ + + = + = +   
；若 3q + 为奇数，则 

( ) ( ) ( )3 43 1
2 2

q qN q N q N q+ +   + = + + = +      
。 

 

 
q = 4, N(q) = 3 

Figure 5. Lattice point graph with q = 4 
图 5. q = 4 的格点图 

 

 
q = 5, N(q) = 4 

Figure 6. Lattice point graph with q = 6 
图 6. q = 5 的格点图 
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从以上定理我们得到了 ( )N q 内部的关系等式，进一步我们可以得到以下推论。 
推论 3.3： ( ) ( )6 5N q N q q+ = + + 。 

证明： ( ) ( ) ( ) ( )7 4 76 3 5
2 2 2

q q qN q N q N q N q q+ + +     + = + + = + + = + +          
。 

推论 3.4：当 6 1q k= + 时， ( ) ( )3 1 1N q k k= + + ；当 6 1q k r= + + 时，0 6r< < ， ( ) ( )( )3 1N q k r k= + + 。 
证明：主要通过推论 3.3 中等式 ( ) ( )6 5N q N q q+ = + + ，运用数列递推方法，可计算得该结论。具

体推算步骤，见附录 1。 
结合以上推论以及推论 3.2 中(2)式，我们将可以推导出如下表达式。 

推论 3.5： ( ) ( )( )12
4

1 3 21 1 3
48

nT n n n n− = + + + −  
。 

上述表达式的具体计算过程，详见附录 2。至此，我们已通过网格点图中点的相关性质，相对应地

求得了周长为 n 的不全等整数边三角形个数表达式。相比组合方法，这里通过图形中网格点的讨论来计

数，更清晰易懂。 
作为对以上证明题的延伸，这里我们讨论一下周长为 n 的不全等三角形的类型问题，讨论如下几个问题： 
(1) 整数边长且周长为 n 的不全等三角形中，含等腰三角形、等边三角形的个数为多少？ 
(2) 能否得出直角三角形、锐角三角形、钝角三角形的相关性质以及个数表达式？ 

2.3. 等腰、等边三角形个数表达式 

在这部分，我们将研究上面所讨论的不全等三角形中含有的等腰三角形与等边 
三角形的个数。为此，先介绍一下等腰三角形与等边三角形的定义。 
定义 4.1：三角形中，若有两条边长度相等，则这样的三角形称为等腰三角形；满足三条边长度都相

等的三角形称为等边三角形。 
研究三角形具体的边长关系，我们不难想到，可以和上述网格点图相结合，借助网格点图中点的性

质，来计数特殊类型的三角形的个数。为此，我们先引入如下一些记号。 
记 ( )yT n 为整数边长且周长为 n 的不全等三角形中，含有的等腰三角形的个数；记 ( )yN q 为上面讨论

的三角形 ( )TA q 中，满足 x y= 或 x z= 或 y z= 的不等价点 ( ), ,x y z 的个数。 
由上述符号定义，以及推论 3.2 中等式(2)，我们可显然得到如下关系式。 
推论 4.1  ( ) ( ) ( )2 1 2 4y y yT q T q N q+ = + = 。 
以上推论给出了周长为 n 的整数边不全等等腰三角形个数 ( )yT n 与满足三角形条件的内部三角形

( )TA q 中不等价网格点的关系。所以，我们可以通过讨论 ( )TA q 中不等价网格点的情况来得出 ( )yT n 的值。

因为 ( )TA q 与 n 的奇偶性有关，所以我们先就 n 为奇数的情况讨论如下。 
当 n 为奇数时，不妨设 2 1n q= + 。 
因为 ( ) ( )4T n N q= ，所以满足条件的非退化整数边不全等三角形对应的网格点中内部三角形为

( )TA q 。下面需对 q 为奇数和 q 为偶数分情况讨论 ( )yN q 的个数。 
情形一：若 q 为偶数，即 ( )0 mod 2q ≡ 。 
在三角形 ( )TA q 中，不等价点集中在 ( )TA q 中一个六等划分直角三角形边界及其内部中。 
例：若 9n = ，则 4q = ， ( )TA q 为如图 7 所示的网格正三角形，不等价点则包含在虚线构成的直角三

角形边界以及内部，该虚线构成的三角形为 ( )TA q 的六等划分。 
如上例所示，虚线构成的直角三角形边界其中两条即为： x y= 、 y z= 直线，这两条虚线上的点的

个数即为我们所要求的满足 x y= 或 x z= 或 y z= 的不等价点个数，即 ( )yN q 。下面分别讨论 x y= 直线

上点个数和 y z= 直线上点个数。(为计算方便，我们不妨设相邻网格点距离为 1。) 
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Figure 7. 6-partition of triangle 
图 7. 三角形的六等划分 

 

(1) 在直线 x y= 上，直角三角形的虚线长度为 ( )3 1
6

q − ，所含网格点的个数为 

( )3 1 3 2 1 46 1 1
2 6

q q
 

− −  −   + = +   
  

 

(2) 在直线 y z= 上，直角三角形的虚线长度为 ( )3 1
3

q − ，所含网格点的个数为 

( )3 1 13 1 1
33

q q
 

−  −   + = +   
  

 

注意：当
( )3 1

3
3

q −
为整数，即 ( )1 mod3q ≡ 时，直线 x y= 与直线 y z= 的交点恰为一个网格点，所

以在计算网格点总个数时需减去 1。 
由以上(1)和(2)的讨论结果，我们可以得到以下推论。 

推论 4.2：当 n 为奇数时，设 2 1n q= + ，若 q 为偶数，则 ( ) ( )
2y y
qT n N q= = 。 

证明：由上面的讨论过程，我们可以得出，当 ( )0 mod 2q ≡ 且 ( )1 mod3q ≡ 时，即 ( )4 mod 6q ≡ ，

( ) 4 11 1 1
6 3 2

q q qNy q − −   = + + + − =      
；当 ( )0 mod 6q ≡ 时，不妨设 6q k= ，那么有 

( ) ( ) ( )
6 1 2 6 1 54 1 6 4 6 11 1 2 2 3 1 3

6 3 6 3 6 3 2
k kq q k k qk
− + − +   − − − −       + + + = + + = + + = − + =                     

所以 

( )
2
qNy q = ；当 ( )2 mod 6q ≡ 时，同理可证得 ( )

2
qNy q = 。所以有 ( ) ( )

2y y
qT n N q= = 。 

情形二：若 q 为奇数，即 ( )1 mod 2q ≡ 。 
在三角形 ( )TA q 中，同样地，不等价点集中在 ( )TA q 中一个六等划分直角三角形边界及其内部中。 
例：当 11n = 时， 5q = ， ( )TA q 为如图 8 所示的网格正三角形，不等价点则包含在虚线构成的直角

三角形边界以及内部。 
如上例所示，虚线构成的直角三角形边界其中两条即为： x y= 、 y z= 直线，这两条虚线上的点的

个数即为我们所要求的满足 x y= 或 x z= 或 y z= 的不等价点个数，即 ( )yN q 。下面分别讨论 x y= 直线

上点个数和 y z= 直线上点个数。(这里同样设相邻网格点距离为 1。) 

n=9时,q=4,Ny(q)=2

y=z

x=y



蔡雅静 等 
 

 
256 

 
Figure 8. Lattice point equilateral triangle 
图 8. 网格正三角形 

 

(1) 在直线 x y= 上，直角三角形的虚线长度为 ( )3 1
6

q − ，所含网格点的个数为 

( )3 1 16 1 1
63

q q
 

−  −   + = +   
  

； 

(2) 在直线 y z= 上，直角三角形的虚线长度为 ( )3 1
3

q − ，所含网格点的个数为 

( )3 1 13 1 1
33

q q
 

−  −   + = +   
  

； 

注意：当
( )3 1

3
3

q −
为整数，即 ( )1 mod3q ≡ 时，直线 x y= 与直线 y z= 的交点恰为一个网格点，即

为重点，所以在计算网格点总个数时需减去 1。 
由以上(1)和(2)的讨论结果，我们可以得到如下推论。 

推论 4.3：当 n 为奇数时，设 2 1n q= + ，若 q 为奇数，则 ( ) ( ) 1
2y y

qT n N q +
= = 。 

证明：由上面的讨论过程，我们可以得出，当 ( )1 mod 2q ≡ 且 ( )1 mod3q ≡ 时，即 ( )1 mod 6q ≡ ，

( ) 1 1 11 1 1
6 3 2

q q qNy q − − +   = + + + − =      
；当 ( )3 mod 6q ≡ 时，不妨设 6 3q k= + ，那么有 

1 1 6 2 6 2 11 1 2 2 2 3 2
6 3 6 3 2

q q k k qk k k− − + + +       + + + = + + = + + = + =              
，所以 ( ) 1

2
qNy q +

= ；当 

( )5 mod 6q ≡ 时，同理可证得 ( ) 1
2

qNy q +
= 。所以有 ( ) ( ) 1

2y y
qT n N q +

= = 。 

类似于如下对 n 为奇数情况的讨论过程，我们也可对 n 为偶数的情况进行分析，为免冗余，不再赘

述。我们可得到如下结果。 

推论 4.4：当 n 为偶数时，设 2 4n q= + ，若 q 为偶数，则 ( ) ( )
2y y
qT n N q= = ；若 q 为奇数，则 

( ) ( ) 1
2y y

qT n N q +
= =  

结合推论 4.3 和推论 4.4，我们可显然得到以下表达式。 

n=11时,q=5,Ny(q)=3

y=z

x=y
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定理 4.1：在周长为 n 的不全等整数边三角形中，等腰三角形的个数 ( )yT n 表达式如下： 

( )

( )

( )

( )

( )

4 , 0 mod 4
4

1, 1 mod 4
4

2 , 2 mod 4
4
+1, 3 mod 4
4

n n

n n
Ty n

n n

n n

− ≡


− ≡
=  − ≡


 ≡


，

，

，

，

当

当

当

当

 

由此，我们已得出周长为 n 的不全等整数边三角形中，等腰三角形的个数表达式；对于等边三角形

个数，则比较容易，因为等边三角形三边相等，所以只有当 ( )0 mod 3n ≡ 时，才含有一个等边三角形，

其他情况的 n 则不含有等边三角形。 

2.4. 直角、锐角、钝角三角形关系 

在第三部分的空间网格点法证明三角形个数时，我们发现这样一个有趣的现象：当周长 n 为偶数时，

网格点图中满足三角形条件的内部网格三角形与周长为 3n − 时对应的内部三角形是边长相等的正三角

形。由推论 3.1 中(2)式 ( ) ( )2 23T n T n− = ( n 为偶数)也可看出该现象。于是，我们产生疑问，那两个相同

正三角形中对应位置格点所表示的三角形类型是否也相同呢？这里主要考虑三角形的直角、锐角、钝角

性。为此，我们先介绍一下各三角形类型的定义。 
定义 5.1：若一个三角形中，两边边长的平方和等于第三边边长的平方，那么这样的三角形称为直角

三角形。例如，一个三边边长分别为 x 、 y 、 z ( )x y z≤ ≤ 的三角形，若满足 2 2 2x y z+ = ，则这个三角

形为直角三角形。 
定义 5.2：若一三边长分别为 x 、 y 、 z ( )x y z≤ ≤ 的三角形，满足 2 2 2x y z+ > ，则称该三角形为锐

角三角形。 
定义 5.3：若一三边长分别为 x 、 y 、 z ( )x y z≤ ≤ 的三角形，满足 2 2 2x y z+ < ，则称该三角形为钝

角三角形。 
定义 5.4：若一正整数组 x 、 y 、 z 满足等式 2 2 2x y z+ = ，则称 x ， y ， z 为勾股数。 
在给出以上各类型三角形定义后，为方便研究三角形边长的关系，我们需借助直角三角形的边长的

一个特殊性质，叙述如下。 
定理 5.1：商高定理：任意一组素勾股数 x ，y ，z 都可以表示为如下形式： 2 2x m n= − ， 2y mn= ，

2 2z m n= + ，其中 ,m n N ∗∈ ，m n> 。 
由以上定理，我们可以得出：对于不互素的勾股数 x ，y ，z ，则可表示为 ( )2 2x k m n= − ， 2y kmn= ，

( )2 2z k m n= + ，其中 , ,m n k N ∗∈ ，m n> 。 
下面，我们将先讨论周长为 n 的三角形中含直角三角形的情况。 
推论 5.1：若在周长为 n 的不全等整数边三角形中，含有直角三角形，则 n 一定为偶数。 
证明：由定理 4.1，若该直角三角形三边互素，则可表示成定理中所述形式，则 22 2n x y z mn m= + + = + ，

所以 n 为偶数；若三边不互素，则三边 x ， y ，z 可表示为 ( )2 2x k m n= − ， 2y kmn= ， ( )2 2z k m n= + ，

其中 , ,m n k N ∗∈ ，m n> ，所以 22 2n x y z kmn km= + + = + ，所以 n 仍为偶数。 
正如本部分的开头所述，既然上面推论中 n 为偶数，那么周长为 3n − 的三角形网格点图中对应于 n 中

直角三角形格点位置的点所表示的三角形是否仍为直角三角形呢？ 
定理 5.2：在周长为 n 的含直角三角形的不全等整数边三角形中，设直角三角形三边分别为 x ， y ，
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z ，满足 2 2 2x y z+ = ，则在周长为 3n − 的整数边三角形中，三边长分别为 1x − ， 1y − ， 1z − 的三角形

一定为钝角三角形。 
证明：首先，证明该三边一定能构成三角形。因为 x ， y ， z 满足 2 2 2x y z+ = ，所以 x ， y ， z 可

表示为 ( )2 2x k m n= − ， 2y kmn= ， ( )2 2z k m n= + ，其中 , ,m n k N ∗∈ ，m n> 。要证三边 1x − ， 1y − ， 1z −

能构成三角形，即证 ( ) ( ) ( )1 1 1x y z− + − > − ，即证 ( ) ( ) ( )2 2 2 21 2 1 1km kn kmn km kn− − + − > + − ，即证

2 1
2

n mn
k

+ < ，因为 1m n≥ + ，所以上式成立，故得证该三边 1x − ， 1y − ， 1z − 能构成三角形。接着，

证明该三角形能构成钝角三角形。即需证 ( ) ( ) ( )2 2 21 1 1x y z− + − < − ，代入 ( )2 2x k m n= − ， 2y kmn= ，

( )2 2z k m n= + ，化简得 24 1 4n mn+ < ，因为 1m n≥ + ，所以上式成立，故得证三边长分别为 1x − ， 1y − ，

1z − 的三角形为钝角三角形。 
由以上定理，结合推论 3.2，我们可以知道，因为 n 为偶数时，周长为 n 的三角形网格点中内部满足

条件的网格三角形与周长为 3n − 的三角形网格点中的内部满足条件的网格三角形是一样的，所以我们研

究它们对应位置点的三角形类型关系。由定理 5.2，我们得出，对应于周长为 n  ( n 为偶数)的直角三角形

点在周长为 3n − 中一样位置的点对应的三角形一定为钝角三角形。 
例：图 9 为 12n = 和 3 9n − = 的例子，它们的两个对应点 ( )3,4,5 和 ( )2,3,4 分别表示的三角形是：边

长为 3，4，5 的直角三角形与边长为 2，3，4 的钝角三角形。 
下面，我们继续探究，对应位置点锐角、钝角三角形的类型是如何变化的？这里，我们先解释一下，

把对应位置点这种关系还原到三角形问题，实则对应于这样一个问题：对于一个周长为偶数的整数边三

角形，在每条边减少 1 后，是否仍保持三角形类型？如果不保持，有何变化规律？ 
从上面的定理 5.2，我们可以知道，周长为偶数的直角三角形在每条边减少 1 后，将变成一个钝角三

角形。那若原来为锐角三角形或钝角三角形时，情况是如何的呢？于是，我们得到以下定理。 
定理 5.3：周长为 n  ( n 为偶数)的整数边钝角三角形，设三角形三边分别为 x ，y ，z ，满足 2 2 2x y z+ < ，

则在周长为 3n − 的整数边三角形中，三边长分别为 1x − ， 1y − ， 1z − 的三角形一定仍为钝角三角形。 
证明：首先证明 1x − ， 1y − ， 1z − 仍能构成三角形，即需证 ( ) ( ) ( )1 1 1x y z− + − > − ， 
即需证 1x y z+ − > ，由 n 为偶数显然可得。下面证 ( ) ( ) ( )2 2 21 1 1x y z− + − < − ，即需证 

( )2 2 2 2 1 0x y z x y z+ − − + − + < ，显然成立，故得证。 
注：当上述定理中改为“锐角三角形”时，并不保持结果仍为锐角三角形。反例如下，取三角形三

边长为 9、39、40，构成一个锐角三角形，但对应每边减少 1 后，8、38、39 这三边构成的三角形为钝角

三角形。 
 

 
n = 12, n − 3 = 9 

Figure 9. Lattice point equilateral triangle 
图 9. 网格正三角形 

(2,3,4)钝角点

n-3=9n=12

(3,4,5)直角点
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综上，周长为 n  ( n 为偶数)与周长为 3n − 的三角形对应的网格点图中，对应位置点所表示的钝角三

角形类型是相同的，直角三角形对应于钝角三角形，锐角三角形是变化的。也即周长为 n  ( n 为偶数)的
整数边三角形，各边减少 1 后，钝角三角形保持三角形类型不变，直角三角形变为钝角三角形，锐角三

角形变化不定。 
以上结论能否用于求周长为 n 的整数边三角形中所含各类型三角形的个数，还有待进一步研究。 
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附录 1 

递推公式 ( ) ( )6 5;N q N q q+ = + +  
( )
( )
( )
( )
( )
( )

1 1;

2 1;

3 2;

4 3;

5 4;

6 5. 

N

N

N

N

N

N

=

=

=

=

=

=

 

(1) 当 6 1q k= + 时 
( ) ( )6 7 6 1 6 6N k N k k+ = + + +  

令 ( )1 1,  1 6 1kq q k= = + −  
( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1

2 1 1

3 2 2

1 1

1

5

5
          

( 5k k k

N q

N q N q q

N q N q q

N q q q− −

=

− = +

− = +

− = +



 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 5 1 1

1 2
               1 1 6 5 1 1

2
               3 1 1

k kN q q q q k

k k
k k

k k

−⇒ = + + + + − +

− −
= − ⋅ + ⋅ + − +

= − +



 

( ) ( )6 1 3 1 1q k N q k k= + ⇒ = + +  
(2) 当 6 1q k r= + + 时， 0 6r< <  

( ) ( )6 7 6 1 6 6N k r N k r k r+ + = + + + + +  
令 ( )1 1 ,  1 6 1kq r q r k= + = + + −  

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1

2 1 1

3 2 2

1 1

5

5
          

5k k k

N q r

N q N q q

N q N q q

N q N q q− −

=

− = +

− = +

− = +



 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 5 1

1 2
               1 1 6 5 1

2
               3 1

k kN q q q q k r

k k
k r k r

k r k r

−⇒ = + + + + − +

− −
= − ⋅ + + ⋅ + − +

= + − +



 

( ) ( ) ( )6 1 3 1q k r N q k r k= + + ⇒ = + +  

附录 2 

( )4T n 表达式的推导过程 

我们要证结果： ( ) ( )( )12
4

1 3 21 1 3
48

nT n n n n− = + + + −  
。 
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(1) 当 n 为奇数时，不妨设 2 1n q= +  
由推论 3.4，我们把 q 分情况讨论，分别讨论当 6 1q k= + 和当 6 1q k r= + + ， 0 6r< < 时。 
当 6 1q k= + ， 

( ) ( ) ( ) ( )4 4 2 1 3 1 1T n T q N q k k= + = = + + ， 
32 1 12 3

12
nn q k k −

= + = + ⇒ = ， 

( ) ( )( )
2

12
4

6 21 1 3 21 1 3
48 48

nn nT n n n n−+ +  ⇒ = = + + + −  
。 

当 6 1 ,0 6q k r r= + + < < ， 

同上可证得 ( ) ( )( )12
4

1 3 21 1 3
48

nT n n n n− = + + + −  
。 

(2) 当 n 为偶数时，不妨设 2 4n q= +  
同样把 q 分情况讨论。 
当 6 1q k= + ， 

( ) ( ) ( ) ( )4 4 2 4 3 1 1T n T q N q k k= + = = + +  
62 4 12 6

12
nn q k k −

= + = + ⇒ =  

( ) ( )( )
2 2

12
4

12 21 1 3 21 1 3
48 48 48

nn nT n n n n− + +  ⇒ = = = + + + −     
 

当 6 1 ,0 6q k r r= + + < < ， 

同上可证得 ( ) ( )( )12
4

1 3 21 1 3
48

nT n n n n− = + + + −  
。 
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