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Abstract 
In this paper, by the Bernoulli numbers and the exponential complete Bell polynomials, we estab-
lish one general asymptotic expansion related to the similar constant B of Glaisher-Kinkelin con-
stant A and the function 

2 2 21 21 2 nn . 
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摘  要 

在本文中，通过Bernoulli数和指数型完全Bell多项式，我们建立了关于Glaisher-Kinkelin常数A的类似

常数B和
2 2 21 21 2 nn 的渐近展开式。 
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1. 引言 

Glaisher-Kinkelin 常数 1.2824271291A = ...被定义为： 

( )
2 21

2 2 12 4

lim

e
n n nn

H n
A

n
→∞ + + −

= ，                                (1.1) 

其中， ( ) 1 21 2 nH n n=  为超阶乘函数。最近，根据 Euler-Maclaurin 公式，Chen [1]给出了下列关于超阶

乘函数和 Glaisher-Kinkelin 常数 A 的渐近展开： 

( ) ( )

2 21
1 2 22 2 12 4

1

11 2 ~ e exp ,
1 2

n n n
n k

k
k

Bn A n n
k k k n

∞+ + −
+

=

 − ⋅ → ∞ + +  
∑ ，              (1.2) 

其中， nB 为 Bernoulli 数。 
在式(1.2)的基础上，Wang and Liu [2]对超阶乘函数和 Glaisher-Kinkelin 常数推导出以下一般渐近展

开： 

( )

2 2
1

1
1 2 2 2 12 4

0
1 2 ~ e

n n n r
n k

k
k

n A n
n h
α∞+ + −

=

 
 ⋅
 + 
∑ .                        (1.3) 

最近，我们发现，Chen [1]还建立了以下关于
2 2 21 21 2 nn 和常数 B 的渐近展开： 

( ) ( ) ( ) ( )

3 2 3
2 2 21 2 33 2 6 9 12

1

2 11 2 ~ e exp ,
1 2 3 4

n n n n n
n k

k
k

Bn B n n
k k k k n

∞+ + − +
+

=

  ⋅ → ∞ + + + +  
∑         (1.4) 

其中， B 为 Glaisher-Kinkelin 常数 A 的类似常数。 
以上知识给了我们一个启发，我们希望通过 Bernoulli 数和指数型完全贝尔多项式去推导出关于

Glaisher-Kinkelin 常数 A 的类似常数 B 和
2 2 21 21 2 nn 的渐近展开： 

( )

3 2 3
2 2 2

1

1 2 3 2 6 9 12

0
1 2 ~ e

n n n n n r
n k

k
k

n B n
n h
α∞+ + − +

=

 
 ⋅ ⋅
 + 
∑ .                     (1.5) 

为了得到这个渐近展开式，我们需要下列指数型完全 Bell 多项式的相关知识。指数型完全 Bell 多项

式 nY 被定义为(见[3], Section 3.3)： 

( )1 2
1 0

exp , , ,
! !

m n

m n n
m n

t tx Y x x x
m n

∞ ∞

= =

 
= 

 
∑ ∑  .                         (1.6) 
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它的具体表达式为： 

( )
1 2

1 2

1 2
0 1 2

2 1 2

!1, , , ,
! ! ! 1! 2! !

n

n

cc c
n

n n
c c nc n n

xx xnY Y x x x
c c c n+ + + =

    = =      
     

∑


 



.           (1.7) 

另外，根据[4], p.36, Equation (44)和[5], Theorem 1 可以知道多项式 nY 满足递归式： 

( ) ( )
1

1 2 1 2
0

1
, , , , , , , 1

n

n n n j j j
j

n
Y x x x x Y x x x n

j

−

−
=

− 
= ≥ 

 
∑  .                 (1.8) 

2. 定理及证明 

2.1. 定理 

令 ,h r 为实数， 0r ≠ ，并定义
( ) ( ) ( ) ( )

32 !
1 2 3 4

k
k

rk B
k k k k

β +=
+ + + +

，则我们有下列关于
2 2 21 21 2 nn 和常

数 B 的渐近展开： 

( )

3 2 3
2 2 2
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1 2 3 2 6 9 12
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k
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 
 ⋅ ⋅
 + 
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其中，当 0k = 时， 0 1α = ；当 1k ≥ 时， 

( )
1

0

1
1

!

k k j k jk
k j

j

ky h
k jk

α α
−

− −

=

− 
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在式(2.1.1)中，当 0k = 时， 0 1y = ；当 1k ≥ 时，
1

0

1k

k k j j
j

k
y y

j
β

−

−
=

− 
=  

 
∑ . 

2.2. 证明 

令

2 2 2

3 2 3

1 2

3 2 6 9 12

1 2

e

n

n n n n n n

nM

n
+ + − +

=

⋅



，由(1.6)以及 kβ 的定义，我们可以将式(1.4)改写为： 
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另外，将
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要证：
( )

3 2 3
2 2 2

1

1 2 3 2 6 9 12
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k
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n B n
n h
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=
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当我们定义 ( )1 2, , ,k k ky Y β β β=  时，上式可以写成：
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通过以上等式，我们得到一个唯一解 ( ) 0k k
α

≥
，而且 ( ) 0k k

α
≥
有如下递推关系： 

( )

0

1

0
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!
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其中， ky 满足(1.8)，定理得证。 
通过指数型完全 Bell 多项式 nY 的定义(1.6)我们可以容易地计算出 kα 。下面我们列出 kα 的前几项： 

( ) ( )2

0 1 2 3

98 176400 114003600
1, , ,

1800 6480000 317520000

r hr hr r hrα α α α
− −−

= = − = = . 

将 h 和 r 取特殊值，我们可以得到一系列有关 Glaisher-Kinkelin 常数 A 的类似常数 B 和
2 2 21 21 2 nn 的

渐近展开。下面我们举出几个例子。 

3. 例子 

令 0h = ， r 分别取 1，2，3，当 n →∞时，我们有： 
3 2 3

2 2 21 2 3 2 6 9 12
2 3
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n n n n n
nn B n

n n n
+ + − +  ⋅ ⋅ − + − + 

 
  ， 

3 2 3
2 2 2

1
21 2 3 2 6 9 12

2 3
1 1 571 2 ~ e 1

900 1620000 793800

n n n n n
nn B n

n n n
+ + − +  ⋅ ⋅ − + − + 

 
  ， 

3 2 3
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n n n n n
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  . 
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