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Abstract 
The paper studies from the posedness of bivariate polynomial interpolation. Based on the me-
thods of “adding a horizontal line” and “adding vertical line” in constructing well-posed node 
group of binary interpolation, this paper further researches and discusses the posedness of binary 
graded interpolation, and gives geometrical structure and basic characteristics of well-posed node 
group of binary graded interpolation, then constructs the method that adds parabola for the 
well-posed node group of binary graded interpolation and generalizes the existing research re-
sults. Finally, the numerical examples are given to verify the research results. 
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摘  要 

本文从研究二元多项式插值的适定性问题着手，在构造二元分次插值适定结点组的“添加横直线法”和

“添加竖直线法”的基础上，对二元分次插值适定性问题进一步研究和探讨，给出了二元分次插值适定

结点组的几何结构和基本特征，构造了二元分次插值适定结点组的“添加抛物线”方法，推广了已有的

研究结果，最后给出算例对所得研究结果进行了验证。 
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1. 前言 

多元多项式插值是计算数学的一个重要研究课题，也是继一元多项式插值之后的核心研究领域，二

元分次插值在数学基本理论研究以及相关学科领域中有重要的地位和作用。而进行多元分次插值时必须

解决的问题就是插值的适定性问题或者说是插值多项式函数的唯一存在性问题。梁学章在文献[1]中给出

了构造二元分次插值适定结点组的“添加横直线法”及“添加竖直线法”，本文在以往学者对二元分次

插值研究的基础上[2] [3] [4] [5]，进一步研究了二元分次插值适定结点组的基本结构和几何特征，得到了

构造二元分次插值适定结点组的“添加抛物线法”，并通过具体例子加以拟合，运用 MATLAB 软件编

程，画出图像，以便观察插值的效果。 

2. 基本概念和定理 

设 n 为非负整数，并且
2n
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+ 

=  
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i i
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=
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是适定插值问题，并称这个插值结点组 { } 1
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设 ,m n 为非负整数并且 ( ) ( )1 1k m n= + + ， ,m nP 表示所有关于 x 次数不超过 m，关于 y 次数不超过 n 的
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定义 1.2 设 { } 1

k
i i

A Q
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= 是 2R 上关于插值空间 ( )2
,m np 的 k 个互异点，对于一个任意给定的实数组{ } 1

k
i i
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=
，

找一个多项式 ( ) ( )2
, ,,m n m np x y P∈ ，满足如下插值条件 

( ) , 1, 2, ,i ip Q f i k= = 

                               (2.2) 

则这个插值问题称为二元分次插值问题。满足条件(1.2)的 ( ) ( )2
, ,m np x y 称为该插值问题的插值多项式。 



范晓倩 等 
 

 
659 

如果对于每一个任意给定的实数组{ } 1

k
i i

f
=
，方程组(1.2)总存在的而且是唯一存在的一组解，则称该插

值问题是适定插值问题，并称这组插值结点组 { } 1

k
i i

A Q
=

= 为关于多元分次插值空间 ,m nP 的一个插值适定结

点组。 
定理 1.1 [2]：设{ } 1

k
i i

Q
=
是 2R 上关于插值空间 ,m nP 的适定结点组。若它的每个点都不在竖直线 x a= 上，

则在竖直线上任取的 1n + 个互不相同的点与{ } 1

k
i i

Q
=
一起必定构成 1,m nP + 的适定结点组。同样地，若{ } 1

k
i i

Q
=

的每个点都不在横直线 y b= 上，则在横直线上任取的 1m + 个互不相同的点与{ } 1

k
i i

Q
=
一起必定构成 , 1m nP +

的适定结点组。 
引理 1.1 [2] (Bezout)若m次代数曲线 ( )1 ,p x y 和 n 次代数曲线 ( )2 ,p x y 的交点超过 mn 个，则必有次数

既不超过 m也不超过 n 的非零多项式 ( ),q x y 存在，使得 

( ) ( ) ( )1 1, , ,p x y q x y r x y=  

( ) ( ) ( )2 2, , ,p x y q x y r x y=  

其中 ( ) ( )1 2, , ,r x y r x y 分别为次数小于 m和 n 的二元实系数多项式。 

基本引理 1.2 [2]：{ } 1

k
i i

Q
=
是 ( )2

nP 的适定结点组的充要条件是{ } 1

k
i i

Q
=
不落在 ( )2

nP 中的任何一条代数曲线

上。 

3. 主要定理及证明 

定理 2.1： { } 1

k
i i

Q
=
是 2R 上关于插值空间 ,m nP 的插值适定结点组，若它的每一个点都不在曲线

2y ax bx c= + + 上，则在该曲线上任取的 2 5m n+ + 个互不相同的点与{ } 1

k
i i

Q
=
一起必定构成空间 2, 1m nP + + 的

插值适定结点组。 
定理 2.1 证明：用 A 表示 2y ax bx c= + + 上所取的 2 5m n+ + 个点做成的集合， { } 1

k
i i

B A Q
=

=  ，则 B

所含点数为 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 5 3 2m n m n m n+ + + + + = + + ，这恰好等于空间 2, 1m nP + + 的维数。下面用反证法证

明 B 是 2, 1m nP + + 的插值适定结点组.假设 B 不是 2, 1m nP + + 的插值适定结点组，则由基本引理，必有非零多项式

( ) ( )2
2, 1, m np x y P + +∈ ， ( ) 0p Q = ， Q B∀ ∈ 。特别 ( ) 0ip Q = ， iQ A∀ ∈ 。由于 A 是 2y ax bx c= + + 上所取的

2 5m n+ + 个不同的点。故 ( )2, 0p x ax bx c+ + = 有 2 5m n+ + 个互不相同的根，由于 ( )2, 0p x ax bx c+ + =

的次数 ( ) ( )2 2 1 2 4m n m n+ + + = + + 总小于 2 5m n+ + ，故 ( )2, 0p x ax bx c+ + = .这说明 2 4m n+ + 次数曲

线 ( )2, 0p x ax bx c+ + = 与 2 次曲线 2y ax bx c= + + 有无穷多个交点，由 Bezout 定理，必有次数小于

2 4m n+ + 的 多 项 式 ( ),r x y ， 使 得 ( ) ( ) ( )2, ,p x y y ax bx c r x y= − + + 。 由 于 ( ) ( )2
2, 1, m np x y P + +∈ ， 故

( ) ,, m nr x y P∈ 。又由于在点组{ } 1

k
i i

Q
=
上 ( ),p x y 取零值，故有 ( ) 0ir Q = ， 1, 2,3, ,i k=  ，从而 ( ), 0r x y = ，

( ), 0p x y = 。这与 ( ), 0p x y ≠ 矛盾，因此 B 是 2, 1m nP + + 的插值适定结点组。 

4. 具体构造方法及实验示例 

下面我们给出构造 ( )2
,m nP 中适定结点组的迭加构造方法的流程。 

由于在 2R 上任取一点都可以做成 0P 的适定结点组，从它出发，反复应用定理，便可构造出 ,m nP 的适

定结点组 ( ), 1, 2,m n = 

。在这里我们给出 ,m nP 的适定结点组的构造方法。 
a. 若 2m n= 。 
第 0 步，在 2R 上任取点 1Q 作为结点， 1 0,0Q P∈ 。 



范晓倩 等 
 

 
660 

第 1 步，在 2R 上任做一条抛物线 1l 不通过 1Q 点，在其上任选 5 个互不相同的点作为新增加的结点。 
…… 
第 n 步，在 2R 上任做一条抛物线 nl 不通过前面已选好的点，在其上任选 4 1n + 个互不相同的点作为

新增加的结点。 
在前 n 步取好的 22 3n n+ 个点构成 2 ,n nP 的适定结点组。 
b. 若 2m n≠ ，则先用(a)方法，再用梁学章老师提到的定理 1.1 方法构造。 

例：设 ( )1 0,0Q 为 2R 上一点，则 ( ) ( )2
1 0,00,0Q P∈ ，不经过 ( )1 0,0Q 在斜直线 2 2 1y x x= + + 上任取 5 个

点 ( )2 0,1Q ， ( )3 1,0Q − ， ( )4 2,1Q − ， ( )5 1, 4Q ， ( )6 3, 4Q − ，则由上述流程知 1 2 3 4 5 6, , , , ,Q Q Q Q Q Q 这六个点

构成空间 ( )2
2,1P 的插值适定结点组。 

设被插值函数为 ( ), 2x yf x y += ，所确定的唯一的一条插值曲线为 

( ) 2 2
2,1 , 1.125 2 4.5 2.5 1p x y x y x xy x y= + + + + +  

由 MATLAB 做出被插值函数 ( ), 2x yf x y += 和插值函数 ( )2,1 ,p x y 的图像见图 1。 
本文研究的“添加抛物线法”比构造二元分次插值适定结点组的“添加横直线法”和“添加竖直线

法”复杂，但若空间维数较大，则本文找适定结点组的方法比梁老师的方法要快些。 
 

 
Figure 1. The effect picture of binary graded interpolation 
图 1. 二元一次分次插值效果图 
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