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Abstract 

Let G be a graph of order n with 4n k≥ , where k is a positive integer. Suppose that ( ) 3
4
nG ≥δ , 

then the partition of G can be 1k −  vertex disjoint 4-cliques and a chordal cycle, where the degree 
of vertexes in this chordal cycle is equal or greater than 3 or 4. 
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摘  要 

令G是一个顶点数为n的简单图，满足 4n k≥ ，k是任意正整数。假设 ( ) 3
4
nG ≥δ ，则图G可划分成 1k − 个

点不交的4-团和一个弦圈，使得弦圈上点的度大于等于3或4。 
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1. 引言 
本文中的图都为简单图。令 ( ),G V E 是一个简单图，图G的顶点数和边数分别为 G V= 和 ( )e G E= 。

图 G 中的一列子图称为独立的如果任意两个子图在 G 中没有公共点。若 1G 和 2G 在 G 中没有公共点，我

们定义 ( )1 2,e G G 为 1G 和 2G 之间的边数。假设 H 是 G 的子图并且 ( )u V G∈ ， ( ),N u H 表示 u 在 H 中的

邻点，并且 ( ) ( ) ( ), , ,d u H e u H N u H= = 。对 G 中的子图 U，令 ( ) ( ), ,
u U

N U H N u H
∈

=


，且 ( )G V U  表

示 ( )V U 的导出子图。 ( )Gδ 表示图 G 的最小度。同时，我们定义 

( ) ( ) ( ){ }2 min , ,G d x d y x V y V xy Eσ = + ∈ ∈ ∉ 。我们用 nC 和 nP 分别表示顶点数为 n 的圈和路。路 P 称为

图 G 的支撑路，如果路 P 覆盖图 G 中所有点。团是指 G 的一个完全子图，若一个团中包含的顶点数为 k，
则称其为 k-团。 

1963 年，Erdös 提出了一个关于图中包含 k 个点不交团的猜想。 
猜想 1 [1]设 G 是一个顶点数为 n 的图。如果 n sk= ，s 和 k 为正整数且 3, 1s k≥ ≥ 。假设

( ) ( )1G s kδ ≥ − ，那么 G 含有 k 个点不交的 sK ，即 sG kK⊇ 。 
1970 年，Hajnal 和 Szemeréd 证明了该猜想，但他们的证明非常难懂，并且证明过程也非常复杂。1978

年，Bollobós 关于此猜想给出了简单的证明。当 4s = 时，为如下定理。 

定理 1.1 [2]设 G 是一个顶点数为 n 的图。如果 4n k= ，k 为正整数。假设 ( ) 3
4
nGδ ≥ ，那么 G 含有 k

个独立的 4-团。 
关于图中点不交的圈问题，1963 年，Corrádi 和 Hajanal 证明了下面定理。 
定理 1.2 [3]设 G 是一个顶点数为 n 的图。如果 3n k≥ ，k 为正整数。假设 ( ) 2G kδ ≥ ，那么 G 含有 k

个独立的圈。 
最近 Wang 考虑了每个连通分支为固定大小的 2-因子问题。 
定理 1.3 [4]设 G 是一个顶点数为 n 的图。如果 4n k> ，k 为正整数。假设 ( ) 2G nδ ≥   ，那么 G 有

含有 k 个独立的圈的 2-因子，其中 k-1 个为 4-圈。 
本文将定理 1.3 的 4-圈推广到 4-团，得到如下命题。 

定理 1.4 设 G 是一个顶点数为 n 的图。如果 4n k≥ ，k 为正整数。假设 ( ) 3
4
nGδ ≥ ，那么 G 含有 k-1

个独立的 4-团和一个弦圈，弦圈上的度大于等于 3 或 4。 
在证明定理 1.4 之前，我们先引入下面几个引理。 

2. 引理 

引理 2.1 设 G 是一个顶点数为 n 的图。如果 4 1 4 3k n k+ ≤ ≤ + ，k 为正整数。假设 ( ) 3
4
nGδ ≥ ，那么
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G 含有 k 个独立的 4-团。 
证明： 
假设 { }4 , 1, 2,3n k s s= + ∈ 。令 S 为 G 中任意 s 个点的集合，则 

( )( ) ( )3 43 3
4 4 4

k sn sG V G S s s kδ
× +

− ≥ − = − = −   。因为最小度为整数且 0 1
4
s

< < ，所以 

( )( ) 3G V G S kδ − ≥   。又因为 ( ) 4V G S k− = ，由定理 1.1 可知，图 G 含有 k 个点不交的 4-团。□ 

引理 2.2 令 T 为图 G 中的一个 4-团并且令 µ 和υ为图 G 中不在 T 上的两个不相邻的点。如果

( ) ( ), , 7d T d Tµ υ+ ≥ ，那么 ( ) { },G V T µ υ  

包含一个 4-团T ′和一条边 e，使得T ′和 e 是不交的并且 e

恰好与 µ 和υ中的一点相连。 
证明：假设 1 2 3 4 1T a a a a a= 。因为 ( ) ( ), , 7d T d Tµ υ+ ≥ ，则设 ( ) ( ), 3, , 4d T d Tµ υ≥ = ，所以点 µ 在 T

中的邻点中至少有三个，不妨设为 1 2 3, ,a a a 。 { }( ) { }4G V T a Tµ  ′− ⊇ 

与边 4e a v= 是不交的。□ 

引理 2.3 [5]如果 1 2 mP x x x=  为 G 中的一条路， 3m ≥ ，满足 ( ) ( )1, ,md x P d x P m+ ≥ ，那么 G 含有

一个圈 C 满足 ( ) ( )V C V P= 。另外，对于 G 中任意两个不相邻的点 x,y，如果 ( ) ( ) 1d x d y n+ ≥ + ，那么

G 是哈密顿连通的。 
令 G 是一个顶点数为 n 的图，定义 G 的(n+1)-闭包 ( )1nC G+ 为从 G 中递归地连接每对度和至少为 1n +

的不相邻的两个点所得到的图。 
引理 2.4 [6]令 G 是一个顶点数为 n 的图，如果 ( )1nC G+ 是完全图，那么 G 是哈密顿连通的。 
引理 2.5 [4]假定 5n ≥ 且 2 1nσ ≥ + 。那么对于任意 ( )x V G∈ ，G 含有一个 4-圈 Q 满足 ( )G V Q− 有一

条起始于 x 的哈密顿路。 

3. 定理的证明 

令 G 是一个顶点数为 n 的图， 4n k> ，k 为正整数，满足条件 ( ) 3
4
nGδ ≥ 。因为 G 有一个哈密顿圈，

当 1k = 时定理 1.4 成立。假设 2k ≥ ，令 4r n k= − 。为了证明，我们首先证明下列的断言。 

断言 3.1 G 包含 k 个独立的 4-团 1 kT T 使得 ( )1
k

iiG V T
=

−


有一条哈密顿路 P。并且当 5r ≥ 时，对任

意 ( ) ( ) { }, 3, 4pv V P d v∈ = 。 
证明：我们首先证明断言1 4r≤ ≤ 的情况。由引理 2.1， 1r = 时，断言是平凡的。如果 4r = ，那么

( )4 1n k= + 。由定理 1.1，G 包含 1k + 个独立的 4-团。所以当 2 3r≤ ≤ 时，由引理 2.1，G 包含 k 个独立

的 4-团 1 kT T 。令
1

k
iiH T

=
=


且 D G H= − 。我们选择 1, , kT T 使得 

(a) D 中的路尽可能的长 
当 2r = 时，我们断言 D 包含一条边。否则，令 1 2x x 为 D 中不相邻的两点。则 

( ) ( )1 2, , 6 3d x H d x H k+ ≥ + ，因此存在 iT H∈ 使得 ( ) ( )1 2, , 7i id x T d x T+ ≥ 。由引理 2.2， { }( )1 2iG V T x x  

包含相互独立的一个 4-团和一条边。这与选择(a)矛盾。这也证明断言对 2r = 时成立。 
假定 3r = 。令 3x 为 D 中另外一点，且 1 3 2 3,x x E x x E∉ ∉ 。所以 ( ) ( )1 2 3, 2 , 12 7e x x H d x H k+ ≥ + 。则存

在 iT H∈ ，使得 ( ) ( )1 2 3, 2 , 13i ie x x T d x T+ ≥ 。  假设 1 1 2 3 4 1iT T a a a a a= = 且 ( ) ( )1 1 3 1, , 7d x T d x T+ ≥ 。当

( ) ( )1 1 3 1, 4, , 3d x T d x T= ≥ 时，不妨设 ( ) { }3 1 1 2 3, , ,N x T a a a= 。因为 D 中不含长度为 3 的路，所以点 1x 与 3x

不相邻。由引理 2.2，则 ( ) { }1 4 3G V T a x − 

包含一个 4-团并且 1 4x a E∈ ，产生一条路 2 1 4P x x a= ，矛盾。

因此 ( ) ( )1 1 3 1, 3, , 4d x T d x T≥ = 。不妨设 ( ) { }1 1 1 2 3, , ,N x T a a a= ，类似地， ( ) { }1 1 3G V T a x − 

包含一个 4-

团并且 1 1x a E∈ ，产生一条路 2 1 1P x x a= ，矛盾。证明断言对 3r = 时成立。 
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现在假定 5r ≥ 。首先我们证明下列命题成立。 
(*)假定 1, ,

l
T T′ ′


是 G 中 l 个独立的 4-团且 1, , pP y y′ =  是
1

l
iiG T

=
′−



的一条支撑路。则存在

,1jT j l′ ≤ ≤ ，使得 ( )jG V T P ′ ′ 

包含一条支撑路。 

如果不是，则 ( ) ( ) { }1, , 0, 1, 2, ,j p jd y T d y T j l′ ′= = ∈  。另外，我们可以假设 ( )G V P′  包含一个哈密

顿圈。否则， 1 py y E∉ ，则 ( ) ( )1
3, ,
2p
nd y P d y P p′ ′+ ≥ ≥ 。由引理 2.3， ( )G V P′  含有一个哈密顿圈。因

为 G 是连通的，所以存在一个 4-团 jT ′使得 ( ), 0je P T′ ′ > 。因此， ( )jG V T P ′ ′ 

包含一条支撑路。 

令 s 为正整数，使得 ( )4 4n k s r s= + + − 且1 4 4r s≤ − ≤ 。由引理 2.1 和当1 4r≤ ≤ 时的结论，我们可

以找到 k s+ 个点不交的 4-团，设为 1, , k sT T + ，和一条长度为 ( )4 4n k s r s− + = − 的路。由 ( )∗ 递归可知，

我们得到相互独立的 k 个 4-团和一条顶点数为 r 的路 P。 
现在我们讨论 5r ≥ 时哈密顿路 P 上点的度。 
由 D 中顶点数为 r 的哈密顿路 P 的构造过程可知， jT ′中与 P′关联的点度大于等于 4，与下一个 4-

团关联的点度大于等于 4，其余两个点度大于等于 3。 
接下来讨论哈密顿路 P 中其余 4r s− 个点的度，1 4 4r s≤ − ≤ 。 
当 4 4r s− = 时，由定理 1.1 可知，G 中包含 1k s+ + 个 4-团，则这四个点可以组成一个 4-团，设为

1 2 3 4 1T x x x x x= ，从 { }, 1, 2,3, 4ix i = 中任选两点，不妨设为 1 2,x x 。则 

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

1 2
3, , 2 6
4

3 4 4
2 6

4
6 4 1

nd x G T d x G T

k s

k s k s

− + − ≥ × −

+ +
= × −

= + > + +

 

因此在G T− 的 k s+ 个 4-团中存在一个 4-团 { }, 1, ,jT j k s∈ +
，使得 ( ) ( )1 2, , 5j jd x T d x T+ ≥ ，则 jT

中至少存在两个不同的点与 1x 和 2x 相连，设两条关联的边为 1 2,e e 。因此 ( )jG V T T  

包含一个哈密顿

圈 C，且在 C 中 1 2,e e 关联的四个点度大于等于 4，非关联的点度大于等于 3。 若 1, ,j k k s∈ + + ，则在

哈密顿路 P 上这四个点中有两个度大于等于 4，两个大于等于 3。若 { }1, ,j k∈ 
，则让 jT 替换{ }1, ,k k sT T+ +

中任意 4-团 jT ′，可以得到上述相同结果。 

当 4 3r s− = 时，设为 1 2 3T x x x= 。如果点 1x 与 3x 不相邻，则 

( ) ( ) ( )

( )( )

( )

1 2 3
3, , , 3 4
4

3 4 3
3 4

4
119
4

nd x G T d x G T d x G T

k s

k s

− + − + − ≥ × −

+ +
= × −

= + +

 

所以在 k s+ 个 4-团中存在一个 4-团 { }, 1, ,jT j k s∈ +
，使得 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, , , 10d x T d x T d x T+ + ≥ ，则

( ) { }, 2, 1, 2,3i jd x T i≥ ∈ 。因此，点 1x 与 3x 在 ( )jG V T T  

中的度大于等于 3，点 2x 在 ( )jG V T T  

中

的度大于等于 4。若 { }1, ,j k k s∈ + +
，则在哈密顿路 P 上这三个点中有两个度大于等于 3，一个大于等

于 4。否则，则让 jT 替换{ }1, ,k k sT T+ +
中任意 4-团 jT ′，可以得到上述相同结果。如果点 1x 与 3x 相邻，这

三个点可以组成三角形，设为 1 2 3 1T x x x x= 。则 
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( ) ( ) ( )

( )( )

( )

1 2 3
3, , , 3 6
4

3 4 3
3 6

4
39
4

nd x G T d x G T d x G T

k s

k s

− + − + − ≥ × −

+ +
= × −

= + +

 

所以在 k s+ 个 4-团中存在一个 4-团 { }, 1, ,jT j k s∈ +
，使得 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, , , 10d x T d x T d x T+ + ≥ 。因

此，与点 1x 与 3x 不相邻的情况类似，点 1x ， 2x 与 3x 在哈密顿路 P 上度大于等于 4。 

当 4 2r s− = 时，这两个点组成路 T，设 1 2T x x= 。则 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2

3 4 23, , 2 2 2 2 6 1
4 4

k snd x G T d x G T k s
+ +

− + − ≥ × − = × − = + +  

所以在 k s+ 个 4-团中至少存在一个 4-团 { }, 1, ,jT j k s∈ +
，使得 ( ) ( )1 2, , 7j jd x T d x T+ ≥ ，则

( ) { }, 3, 1, 2i jd x T i≥ ∈ 。因此，点 1 2,x x 在 ( )jG V T T  

中的度大于等于 4。若 { }1, ,j k k s∈ + +
，则这两

点在哈密顿路 P 上度大于等于 4。否则，则让 jT 替换{ }1, ,k k sT T+ +
中任意 4-团 jT ′，可以得到上述相同结

果。 
当 4 1r s− = 时，这个点设为 x。则 

{ }( ) ( )( ) ( )
3 4 13 3, 3

4 4 4
k snd x G x k s
+ +

− ≥ = = + +  

所以在 k s+ 个 4-团中至少存在一个 4-团 { }, 1, ,jT j k s∈ +
，使得 ( ), 4jd x T = 。因此点 x 在

( )jG V T T  

中的度大于等于 5。若 { }1, ,j k k s∈ + +
，则这两点在哈密顿路 P 上度大于等于 5。否则，

则让 jT 替换{ }1, ,k k sT T+ +
中任意 4-团 jT ′，可以得到上述相同结果。 

因此断言 3.1 成立。□ 
令

1 ,k
iiH Q D G H

=
= = −


， P 为 D 中 的 一 条 哈 密 顿 路 ， 不 妨 设 两个 端 点 为 1, rx x 。 若

( ) ( )1, , 4 1rd x H d x H k+ ≥ + ，则存在 iT H∈ ，使得 ( ) ( )1, , 5i r id x T d x T+ ≥ ，设 1 1 2 3 4 1iT T a a a a a= = 。由此可

知 1x 与 rx 在 1T 中至少有一个共同点，设为 1a ，则 { }( )1 1, 2,3, 4r jx a x a j E∈ ∈ 。因此， ( )1G V T D  

是哈

密顿的。即图 G 含有 1k − 个 4-团和一个哈密顿圈。由断言 3.1 可知，当 5r ≥ 时，这个哈密顿圈上点的度

大于等于 3 或 4。下面讨论当 4r ≤ 时哈密顿圈上的度。若 1r = ，设这个点为 x ， ( )1, 3d x T ≥ 是平凡的，

即所得哈密顿圈上点的度大于等于 3 或 4。若 2r = ， ( ) ( )1
3, , 2 6 3
4r
nd x H d x H k+ ≥ × = + ，则存在 iT H∈ ，

使得 ( ) ( )1, , 7i r id x T d x T+ ≥ ，因此 1x 和 2x 在 iT 中至少有三个邻点，即哈密顿圈上点的度大于等于 3 或 4。

若 3r = ，设路 P 上的三个点分别为 1 2, , rx x x ，因为 ( ) ( ) ( )1 2
3 27, , , 3 9
4 4r
nd x H d x H d x H k+ + ≥ × = + ，所

以存在 iT H∈ ，使得 ( ) ( ) ( )1 2, , , 10i i r id x T d x T d x T+ + ≥ ，则 1 2, , rx x x 在 iT 中至少有三个邻点，即哈密顿圈

上点的度大于等于 3 或 4。若 4r = ，由断言 3.1 可知，P 为一个 4-团，即哈密顿圈上点的度大于等于 3
或 4。综上，当 ( ) ( )1, , 4 1rd x H d x H k+ ≥ + ，主要定理得证。 

否则， 

( ) ( )1, , 4rd x H d x H k+ ≤                                 (1) 

则 ( ) ( ) ( )
1

3 43 3, , 2 4 2 4 2
4 4 2r

k rn rd x D d x D k k k r
+

+ ≥ × − = × − = + > 。由引理 2.3，D 含有一个圈 C，
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使得 ( ) ( )V C V P= 。 
断言 3.2 如果 4r ≥ ，那么 ( ) ( ), , 1d x D d y D r+ ≥ + ，对于任意{ },x y D∈ 且 xy E∉  
证明：首先假定 D 中的每条哈密顿路的端点是邻接的。令 P 为 D 中的一条哈密顿路并且令

1 2 rP x x x=  。我们假定 ( ) ( ) { }1, , , 2,3, ,id x D d x D i r≥ ∈ 
。假设 ( ) { }11 2, , , ,

sp pN x D x x x=  ，对于任意

{ }1, ,j sp p p∈ 
，存在一条哈密顿路

12 3 1 2j jp pP x x x x x x
+

=   。由假设可知
12 jpx x E
+
∈ ，因为 ( )1,d x D 的

极大性，我们得到 ( ) ( )2 1, ,d x D d x D= 。 相同地， ( ) ( ) ( )1 1, , ,r rd x D d x D d x D−= = 。则 D 是一个正则图。 

令 1 ix x E∉ ，则 2 1ix x E+ ∉ 。否则 D 有一条哈密顿路 1 1 2 3r i iP x x x x x x+=   ，由假设可知 1 ix x E∉ 产生

矛盾。因此 

( ) ( ) ( )
1 2

3 43 3 32 6
4 2 2 2

k rn n rd x d x k
+

+ ≥ × ≥ = = +  

由(1)可得， ( ) ( )1 2, , 4d x H d x H k+ ≤ ，则 ( ) ( )1 2, , 1d x D d x D r+ ≥ + 。因为 D 为 G 的正则子图，所以

( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , 1d x D d y D d x D d x D r+ = + ≥ + 对于任意{ },x y D∈ 。如果 D 中存在一条哈密顿路使得它的

两个端点 u,v 是非邻接的，我们有 ( ) ( ), , 1d u D d v D r+ ≥ + 。令 1 2 1rx x x x  为 D 中的一个哈密顿圈并且假

定 ( ) ( )1 1 2d x r≥ + 。现在我们构造 ( )1rD C D+′ = 。假定 ( ) { }11 2 , , ,
sp pN x x x x=  并且 ( )1 2s r≥ − 。我们可

以找到一条哈密顿路
12 3 1j jp r pP x x x x x x
+

=   ，对任意的 { }1, ,j sp p p∈ 
。因此，我们得到一条以 2x 为其

中一个端点的 ( )1d x 的哈密顿路。如果 ( )
12 jpx x E D
+
∉ ，则 ( ) ( )12 , , 1

jpd x D d x D r
+

+ ≥ + 。在 D′中我们连接

12 jpx x
+
，所以我们有 ( ) ( )2 , 1 2d x D r′ ≥ + 。相同地， ( ) ( ) { }, 1 2 , 3, ,id x D r i r′ ≥ + ∈ 

。因此 

( ) ( ), , 1d u D d v D r′ ′+ ≥ + ，对于 D′中的任意一对{ },u v 。由定义可知 D′是一个完全图。由引理 2.4，D 是

哈密顿连通的，也就是说对于 D 中的每对点{ },u v ，都存在一条以 u,v 为端点的哈密顿路。因此，对于 D
中的每对非相邻的点{ },u v ， ( ) ( ) 1d u d v r+ ≥ + 成立。 

现在我们证明主要定理 4r ≤ 的情形，我们选择 k 个点不交的 4-团 1, , kT T 和 D 中一条哈密顿路。 
如果 4r = ，由断言 3.2 可知，D 为一个 4-团，设为 1 2 3 4 1T x x x x x= ，从 { }, 1, 2,3, 4ix i = 中任选两点，不

妨设为 1 2,x x 。则 

( ) ( ) ( )
1 2

3 4 43, , 2 6 2 6 6 4 1
4 4

knd x G T d x G T k k
+

− + − ≥ × − = × − = > +  

因此在 H 中存在一个 4-团 { }, 1, ,jT j k∈ 
，使得 ( ) ( )1 2, , 5j jd x T d x T+ ≥ ，则 jT 中至少存在两个不同

的点与 T 中两点相连，设两条关联的边为 1 2,e e 。因此 ( )jG V T T  

包含一个哈密顿圈 C，且在 C 中 1 2,e e

关联的四个点度大于等于 4，非关联的点度大于等于 3。 
如果 3r = ，D 为一个三角形，设为 1 2 3T x x x= 。则 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

3 4 33 3, , , 3 6 3 6 9
4 4 4

knd x G T d x G T d x G T k
+

− + − + − ≥ × − = × − = +  

所以在 H 中存在一个 4-团 { }, 1, ,jT j k∈ 
，使得 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, , , 10d x T d x T d x T+ + ≥ ， 1 2 3, ,x x x 在 jT 中

至少存在两个邻点。显然 jT 中存在三个不同的点分别为与 T 中三点相连，对应的边设为 1 2 3, ,e e e 。因此

( )jG V T T  

包含一个哈密顿圈 C，且在 C 中 T 中的三个点度大于等于 3， 1T 中的与 1 2 3, ,e e e 关联的三个

点度大于等于 4，剩余一个点度大于等于 3。 
如果 2r = ，这两个点组成路 P，设 1 2P x x= 。则 
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( ) ( ) ( )
1 2

3 4 23, , 2 2 2 2 6 1
4 4

knd x G P d x G P k
+

− + − ≥ × − = × − = +  

在 H 中存在一个 4-团 { }, 1, ,jT j k∈ 
，使得 ( ) ( )1 2, , 7j jd x T d x T+ ≥ ，则 ( ) { }, 3, 1, 2i jd x T i≥ ∈ 。即 P

中两点在 jT 中的邻点至少有三个为共同点，对应的边组成的集合设为 E。因此 ( )jG V T P  

包含一个哈

密顿圈 C，且在 C 中 P 中的两个点度大于等于 4， 1T 中的与 E 中的边关联的三个点度大于等于 5，剩余

一个点度大于等于 4。 
如果 1r = ，D 为一个点，设为 x。则 

{ }( ) ( )3 4 13 3, 3
4 4 4

knd x G x k
+

− ≥ = = +  

在 H 中至少存在一个 4-团 { }, 1, ,jT j k∈ 
，使得 ( ), 4jd x T = 。因此 ( ) { }jG V T x  

包含一个哈密顿

圈 C，且在 C 中点的度为 4。  
当 5r ≥ 时。令 P 为 D 的一条哈密顿路，其中一个端点为 u，使得 ( ), 1id u T ≥ ，对于某些 { }1, ,i k∈ 

。

不失一般性， 1iT T= 。 
由引理 2.5，D 中有一个 4-圈 Q 使得 ( ) ( )G V D V Q−  含有一条起始于 u 的哈密顿路 1P 。因为

( )1, 1d u T ≥ ，所以 ( ) ( )1 1G V P V T  

有一条哈密顿路 P′。 因为 D 是哈密顿的，我们可以选择在 Q 与 P′

中两条互不相交的边 1 1x y 和 2 2x y 。我们称 ( )G V Q   有一条从 1y 到 2y 的支持路。否则，假设

1 1 2 2 1Q y y y y y′ ′= 。则 1 2y y E′ ′ ∉ 且 ( ) ( )1 2, ,N y P N y P′ ′ ′ ′= = ∅。由 

( ) ( ) ( )
1 2

3 43, , 2 4 2 4 6 2
4 4

k rnd y H d y H p k
+

′ ′+ ≥ × − = × − ≥ + ，则存在 iT H∈ ，使得 ( ) ( )1 2, , 7i id y T d y T′ ′+ ≥ 。

由断言 3.2，D 是哈密顿连通的，则在 1y′与 2y′之间存在一条 D 中的哈密顿路并且 ( )iG V D T  

是哈密顿

的，产生矛盾。用 Q 代替 1T ，则断言 3.2 对 ( )D G V P′=   仍成立。那么 D 是哈密顿连通的，存在一条以

1x 和 2x 为端点的哈密顿路。因此 ( )1G V D T  

是哈密顿的，产生矛盾。 

现在我们讨论 5r ≥ 时弦圈 C 的结构。由定理证明中弦圈 C 的构造过程可知， ( ) iG V D T  

包含哈

密顿圈，即所构造的弦圈 C。在 C 上 iT 中与 D 中哈密顿路 P′关联的点度大于等于 4，其余两点度大于等

于 3。弦圈 C 中其它点的度的情况断言 3.1 已证。□ 
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