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Abstract 
The traditional linear model is usually used in the study of grain yield ,in which the error terms 
are assumed independent of each other, and the parameters are estimated by the least squares 
method. In order to improve the estimation accuracy, seemingly unrelated model is introduced. 
Least squares model and seemingly unrelated model were built with the data that the yield, 
planting area and irrigation area of rice, wheat and corn between 1990 and 2009. The result 
showed that parameter variance of seemingly unrelated model is smaller than the least square 
model. The output of the three kinds of grain between 2010 and 2015 was predicted by the two 
models, and the average prediction error of seemingly unrelated model was smaller. It shows that 
there is some correlation between the yields of the three grain crops, and the seemingly unrelated 
model is better than the traditional least square model.  
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摘  要 

对粮食产量的研究一般采用传统的线性模型，假设方程误差项相互独立，采用最小二乘法进行参数估计。
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为提高模型的估计精度，引入似乎不相关模型，以1990~2009年稻谷、小麦、玉米的产量、种植面积和

有效灌溉面积数据分别建立最小二乘模型和似乎不相关模型。结果显示似乎不相关模型的参数方差一致

小于最小二乘模型，用两种模型分别对2010~2015年的三种粮食产量进行预测，似乎不相关模型预测的

平均误差更小。说明三种粮食的产量之间存在一定的相关性，似乎不相关模型较传统的最小二乘模型效

果更好。 
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1. 引言 

似乎不相关模型最早由 Zellner 于 1962 年提出[1]，它是联立几个回归方程的特殊线性模型，允许模

型方程的自变量及变量个数不同，使得模型建立更加方便，大大增加了其应用范围。同时，似乎不相关

模型考虑了各方程误差项间的相关性，认为模型不同观测之间互不相关，而同一观测之间是相关的，且

有相同的方差矩阵，这种特殊的误差结构使得其参数估计方法和效果不同于普通的最小二乘模型，也是

“似乎不相关”名称的由来。 

2. 模型理论 

2.1. 最小二乘模型理论 

设 y 为因变量， 1 2, , , px x x 为自变量，它们存在如下的线性关系： 

0 1 1 2 2 p py x x x eβ β β β= + + + + +                            (1) 

对(1)式中的 1 2, , , px x x 和 y 进行 n 次独立观测，得到 n 组样本数据 ( )1 2, , , ;i i ip ix x x y ， 1,2, ,i n=  ，
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假定不同误差项之间相互独立，且 ( )2,n nN σ∼e I0  ，则有 

( ) ( ) 2

+
0, var nE σ

=
 = =

Y X e
e e I

β
                               (2) 

(2)式是常见的多元线性模型，也叫线性回归模型[2]。对参数 β 的估计，常采用最小二乘法，当矩阵

X 列满秩时， β 的最小二乘估计量为 

( ) 1T Tˆ −
= X X X Yβ                                  (3) 
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此估计量为最优线性无偏估计量。 

2.2. 最小二乘模型理论 

设 jY 为因变量， jX 为对应的自变量，它们满足如下的线性关系：  
( )j

j j jY e= +X β ，1 j q≤ ≤                                  (4) 

其中， ( )jX 为 jp 维行向量， jβ 为 jp 维列向量， je 为第 j 个方程的误差项。需要注意的是每个方程中的

自变量 ( )jX 及其个数 jp 不一定相同. 在得到样本观测值 ( )( ), ,1j
i ij i n≤ ≤X Y 后，则有下面的关系： 
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假设误差项均值为 0，不同观测的误差项互不相关，且有相同的方差矩阵，即 

( ) 0ijE e = ， ( ) 2var i σ• = Σe ， ( )cov ,i i′• • =e e 0  

其中 ( )1 2, , ,i i i iqe e e e• =  。记 
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模型(6)称为似乎不相关模型[3]。再记 
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则可将(6)写成广义一元线性模型的形式： 

( ) ( ) ( )2, var nE σ
= +

 = = ⊗

Y X e
e e I0

β
Σ

                           (7) 

其中，“⊗”表示矩阵的 Kronecker 乘积运算符[4]。根据广义一元线性模型的理论，当矩阵 X 列满秩时，

似乎不相关模型(6)中参数 β 的估计为： 

( )( ) ( )1T 1 T 1
n n

−
− −= ⊗ ⊗X I X X I Yβ Σ Σ                         (8) 

当方差矩阵Σ未知时，常采用二步回归法。先计算参数 β 的最小二乘估计量： ( ) 1T Tˆ −
= X X X Yβ ，
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然后估计矩阵Σ的元素： 

( )( )ˆ ˆ
ˆ i i i j j j

ij n p
σ

− −
=

−

Y X Y Xβ β
                              (9) 

其中 1

q
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∑

，记 ( )ˆ ˆij q q
σ

×
=Σ ，可得 β 的估计量为： 

( )( ) ( )1
T 1 T 1ˆ ˆ ˆ

n n

−
− −= ⊗ ⊗X I X X I Yβ Σ Σ                        (10) 

称
̂β 为似乎不相关估计量，它是 β 的无偏估计量，其方差为 

( ) ( )( ) 1
2 T 1ˆ ˆˆvar nσ

−
−= ⊗X I Xβ Σ                           (11) 

3. 实例分析 

3.1. 粮食产量的线性模型 

粮食产量是关系国家发展的一个重要问题，各个邻域的专家和学者都十分重视对粮食产量问题的研

究[5]。目前，关于粮食产量常用的模型有线性回归、时间序列、灰色预测、神经网络等[6]。线性模型是

最简单实用的一种模型，但由于粮食产量影响因素较多，具有很大的随机性和突变性，往往效果不好。

似乎不相关模型是一种改进的线性模型，将其运用到粮食产量问题中，具有一定的意义。 
影响粮食产量的因素主要有粮食种植面积、化肥施用量、受灾面积、农业机械总动力、灌溉面积、

人口密度等[7]。 
假设粮食产量与其影响因素满足如下的线性关系： 

0 1 1 2 2y x x eβ β β= + + +                                (12) 

其中， y 为粮食产量， 1x 为种植面积， 2x 为灌溉面积。以 1990~2009 共 20 年的数据(数据来源于中国统

计年鉴)，分别建立三种农作物的线性回归模型： 

i i i i= +Y X eβ                                    (13) 

其中， 1,2,3i =  分别代表稻谷、小麦、玉米三种农作物。考虑到三个方程误差项间存在相关性，将其联

立得到似乎不相关模型 
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3.2. 结果对比与预测 

分别计算得到三种农作物的回归方程： 
稻谷： ( )2

1 217529 0.7544 0.2534  0.855y x x R= − + + =   
小麦： ( )2

1 220807 0.4211 0.3770    0.715y x x R= − + + =   
玉米： ( )2

1 23326 0.781 0.0704    0.949y x x R= − + − =   
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模型的拟合效果较好。 
似乎不相关模型中，参数估计结果为： 

( )T
1 16938,0.7419,0.2493= −β  

( )T
2 17988,0.3799,0.3445= −β  

( )T
3 2899.8,0.8052, 0.0898= − −β  

由于两种模型中参数 β 的估计均为无偏估计，有必要比较其方差。 方差矩阵中对角线上的元素代

表参数 β 各分量的方差，表 1 列出两种模型三个方程的参数 β 各分量的方差。 
对比表 1 中两种模型的方差结果，可以发现似乎不相关模型中参数 β 各分量的方差都略小于最小二

乘模型，说明似乎不相关模型的参数估计更有效[8]。 
分别用两种模型对 2010~2015 年的粮食产量进行预测，结果如表 2 所示。 
结果显示，最小二乘模型中，三种农作物预测产量相对真实值的平均误差分别为 4.29%、7.38%、3.28%，

而似乎不相关模型的平均相对误差分别为 4.08%、5.95%、3.08%，误差分别减小了 4.90%、19.38%、6.10%。  

4. 总结 

本文以粮食产量、种植面积及灌溉面积为变量，分别对稻谷、小麦、玉米建立独立的最小二乘模型

和三个方程联立的似乎不相关模型，结果表明似乎不相关模型的参数方差小于最小二乘模型，估计更有

效。用两种模型对后续的粮食产量进行预测，似乎不相关模型的平均相对误差整体上小于最小二乘模型， 
 
Table 1. Variance of the parameters of the two models  
表 1. 两种模型参数 β 各分量方差 

 
最小二乘模型 似乎不相关模型 

0β  1β  2β  0β  1β  2β  

稻谷 71.45 10×  0.0056 0.0013 71.36 10×  0.0052 0.0012 

小麦 72.35 10×  0.0043 0.0039 72.22 10×  0.0040 0.0037 

玉米 66.49 10×  0.0101 0.0077 66.46 10×  0.0101 0.0077 

 
Table 2. Prediction results of the two models (Unit: Million tons) 
表 2. 两种模型预测结果(单位：万吨) 

时间 2010 2011 2012 2013 2014 2015 平均相对误差 

最小二乘模型 

稻谷 20298 20775 21040 21421 21690 21956 4.29% 

小麦 12162 12671 12975 13282 13664 14197 7.38% 

玉米 17810 18529 19635 20572 21125 21809 3.28% 

似乎不相关模型 

稻谷 20270 20739 21000 21374 21639 21901 4.08% 

小麦 12016 12481 12759 13040 13389 13876 5.95% 

玉米 17848 18567 19692 20642 21194 21876 3.08% 

实际值 

稻谷 19,576.10 20,100.09 20,423.59 20,361.22 20,650.74 20,822.52 

 小麦 11,518.08 11,740.09 12,102.36 12,192.64 12,620.84 13,018.52 

玉米 17,724.51 19,278.11 20,561.41 21,848.90 21,564.63 22,463.16 
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说明前者的预测精度更高。总体来说，由于似乎不相关模型考虑了方程误差项间的相关性，参数估计的

效果比最小二乘模型更好，模型优于传统的最小二乘模型。 
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