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Abstract 
In this paper, the existence of positive periodic solutions for a class of delayed neoclassical growth 
model with impulse is considered. By using the cone fixed point theorem, some sufficient condi-
tions of the existence of positive periodic solutions for the addressed model are obtained. Moreo-
ver, an example is given to show the effectiveness of our results. 
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摘  要 

本文考虑了一类具有脉冲项的时滞新古典增长模型的正周期解问题，利用锥拉伸与锥压缩不动点定理给

出了该模型存在两个不同正周期解的条件，并通过实例验证了所得结论的有效性。 
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1. 引言 

20世纪50年代，索洛等人[1] [2]提出形如 ( ) ( ) ( ) ( )( ),Y t A t F K t L t= 的新古典增长模型，其中 ( )Y t 为 t 时
期的总产出， ( )K t 为 t 时期投入的资本量， ( )L t 为 t 时期投入的劳动量， ( )A t 代表 t 时期的技术水平，由

于具有预见性与实用性，该模型被众多学者所关注。Day [3] [4] [5]，Puu [6]，Bischi [7]等人进一步研究了

新古典增长模型等非线性经济动力系统，并对之有极大的创新和发展。依据经济学原理，为描述长时间经

济行为，新古典增长模型有两个基本假设：一是劳动力和资本充分；二是输出市场的即时调整。然而，由

于生产过程中时滞的不可避免，所以这种理想的假设在现实中是不合理的，因此有必要考虑时滞系统。 
2011年，Matsumoto和Szidarovszky [8]首次介绍了如下的时滞新古典增长模型 

( ) ( ) ( )( ) ,x t x t sF x tα τ′ = − + −                                 (1.1) 

其中 x 是人均资本， ( )0,1s∈ 为平衡储蓄倾向， n sα µ= + ，其中 µ 为资本折旧率， n 为劳动增长率，生

产函数 ( ) ( )1 baF x Cx x= − ( ,a b 和 C 是正参数 )， τ 为生产过程中的时滞。2013年，Matsumoto和
Szidarovszky [9]将模型(1.1)修改成如下形式 

( ) ( ) ( ) ( )e ,x tx t x t x t δ τγα β τ − −′ = − + −                               (1.2) 

其中 , , ,α β δ γ 为正参数，δ 代表资本集中度提高带来的消极影响的强度， γ 代表生产规模报酬率，且

scβ = ， c为正常数。Matsumoto和Szidarovszky考虑了模型(1.2)分别在 1, 1, 1γ γ γ> = < 时的局部稳定性。 
现实生活中的系统会受到各种突发状况的影响，因此脉冲在动力系统中需加以考虑。二十世纪八十

年代后，脉冲微分方程理论得到快速发展，研究成果日益丰富，可以参看文献[11] [12]。 
本文将考察一类具有脉冲项的时滞新古典增长模型的正周期解问题，这方面的研究目前尚未见报道。 

2. 预备知识 

考虑如下脉冲时滞新古典增长模型 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
0e , 0

1,2

t x t t
k

k k k k k

x t t x t t x t t t t t t

x t x t x t p x t k

δ τγα β τ − −

+ −

 ′ = − + − ≠ ≥ >

∆ = − = = 

                  (2.1) 

其中 ( ) ( ) ( )( ), C R, 0,t tβ δ ∈ +∞ ， ( ) [ )( )C R, 0,tτ ∈ +∞ ， ( ) ( )C R,Rtα ∈ ， γ 为正参数， kt 为脉冲点。 

模型(2.1)具有初值条件 

( ) ( ) [ ], ,0x t t tφ τ= ∈ − 。                                   (2.2) 

其中 ( ) [ ] ( )( )C ,0 , 0,tφ τ∈ − +∞ 。 

对于(2.1)与(2.2)，提出如下假设： 
H1) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,t t t tα β δ τ 是以ω 为周期的周期函数， 0ω > ； 
H2) 0 1 2t t t< < <， , 1, 2,it i = ⋅⋅ ⋅为给定的脉冲时刻， lim kk

t
→∞

= +∞ ； 

H3) { }kp 为实数列， 1, 1,2,kp k≠ − = ； 

H4) ( )
0

1
k

k
t t t

p
< <

+∏ 为以ω 为周期的周期函数(这里作一个标准的假设，若因子个数为0，则乘积为1)； 
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H5) ( )
0

d 0t t
ω
α >∫ 。 

定义2.1：称定义在 [ )0 ,t τ− ∞ 上的函数 ( )x t 为模型(2.1)在初值条件(2.2)下的解，若 ( )x t 满足如下条件 
i) ( )x t 在 ( ]0 1,t t 与 ( ]1, , 1, 2,k kt t k+ = 上绝对连续； 

ii) ( ), 1, 2, ,k kt k x t+∀ =  与 ( )kx t− 存在且 ( ) ( )k kx t x t− = ； 

iii) ( )x t 在 [ )0 , \ kt t+∞ 上几乎处处满足方程(2.1)，在 , 1, 2,kt t k= = 满足脉冲条件； 

iv) ( ) ( ) [ ], ,0x t t tφ τ= ∈ − 。 

在假设条件(H1)~(H5)下，考虑如下模型 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ˆˆ e ,t y t ty t t x t t y t t δ τγα β τ − −′ = − + −                          (2.3) 

其中 ( ) ( ) ( )
0

1ˆ 1
k

k
t t t

t p tγβ β−

< <

= +∏ ， ( ) ( ) ( )
0

ˆ 1
k

k
t t t

t p tδ δ
< <

= +∏ 。 

模型(2.3)满足初值条件 

( ) ( ) [ ], ,0y t t tφ τ= ∈ − 。                                   (2.4) 

( )y t 是模型(2.3)在初值条件(2.4)下的解，是指 ( )y t 是定义在 [ )0 ,t τ− +∞ 上，在 [ )0 ,t +∞ 上是满足(2.3)的绝

对连续函数，且在 [ ]0 0,t tτ− 上满足初值条件(2.4)。 

定义2.2[13]：设 X 为Banach空间， P 称为 X 中的一个锥，如果它是 X 的非空闭子集，且满足条件 
i) , , , , 0ax by P x y P a b+ ∈ ∀ ∈ > 。

 
ii) ,x x P− ∈ 蕴含 0x = 。 
引理2.1[13] (锥拉伸与锥压缩不动点定理) 
设 1 2,Ω Ω 为Banach空间 X 中的有界开子集， 1 1 2,θ ∈Ω Ω ⊂ Ω ，P 为 X 中的一个锥， ( )2 1: \T P P∩ Ω Ω →

为全连续算子，若T 满足条件： 
i) 1 2, ; ,Tx x x P Tx x x P≤ ∀ ∈ ∩∂Ω ≥ ∀ ∈ ∩∂Ω (即范数锥拉伸)； 
ii) 2 1, ; ,Tx x x P Tx x x P≤ ∀ ∈ ∩∂Ω ≥ ∀ ∈ ∩∂Ω (即范数锥压缩)。 

则T 在 ( )2 1\P∩ Ω Ω 中必存在不动点。 

3. 主要结果 

引理3.1：假设(H1)~(H5)成立，则 
i) ( )y t 为模型(2.3)与(2.4)的解，则 ( ) ( ) ( )

0

1
k

k
t t t

x t p y t
< <

= +∏ 为模型(2.1)与(2.2)在 [ )0 ,t τ− +∞ 上的解； 

ii) ( )x t 为模型(2.1)与(2.2)的解，则 ( ) ( ) ( )
0

11
k

k
t t t

y t p x t−

< <

= +∏ 为模型(2.3)与(2.4)在 [ )0 ,t τ− +∞ 上的解。 

证明：i) 设 ( )y t 为模型(2.3)与(2.4)的解，易知 ( ) ( )
0 k

k
t t t

x t p y t
< <

= ∏ 在 ( ]0 1,t t 及 ( ]1, , 1, 2,k kt t k+ = 上绝对

连续，且对 , 1, 2,kt t k∀ ≠ = ，有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0

0

0 0

1

0

1

1 1 e

e , 0

k

k
t t tk

k k

k
t t t

p t y t t

k k
t t t t t t

t x t t

x t p y t

p t y t p t y t t

t x t t x t t t t

δ τ
γ γ

δ τγ

α β τ

α β τ

< <

< <

− −∏
−

< < < <

− −

′ 
′ = + 

 
  = + − + + − 
  

= − + − ≥ >

∏

∏ ∏

。
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所以， ( )x t 在 [ )0 , \ kt t∞ 上几乎处处满足方程(2.1)。 
对每个 , 1, 2,kt t k= = ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

lim 1 1 , 1 ,
k j j k j k

k j j k j
t t t t t t t t t t t

x t p y t p y t x t p y t
+

+

→ < < < ≤ < <

= + = + = +∏ ∏ ∏  

因此，对于每个 , 1, 2,kt t k= = 有 ( ) ( ) ( )1k k kx t p x t+ = +
。

 

且在 [ ]0 0,t tτ− 上，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1
k

k
t t t

x t p y t y t tφ
< <

= + = =∏ 。因此 ( )x t 为模型(2.1)与(2.2)在 [ )0 ,t τ− +∞ 上的

解。 
ii)设 ( )x t 是模型(2.1)与(2.2)的解，所以 ( )x t 在 ( ]0 1,t t 与 ( ]1, , 1, 2,k kt t k+ = 上是绝对连续的。因此，

( ) ( ) ( )
0

11
k

k
t t t

y t p x t−

< <

= +∏ 在 ( ]0 1,t t 与 ( ]1, , 1, 2,k kt t k+ = 上也是绝对连续的。 

对 , 1, 2,kt t k∀ = = ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1 1

0 0
lim 1 1 1

k j j k j k

k j j k j k k
t t t t t t t t t

y t p x t p x t p x t y t
+

− − −+ +

→ < < < ≤ < <

= + = + = + =∏ ∏ ∏ ，

 
且 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
0 0

1 11 lim 1 1
k j j k

k j j k k
t t t t t t t t

y t p x t p x t y t
−

− −− −

→ < < < <

= + = + =∏ ∏ ，则 ( )y t 是连续的且易知在 [ )0 ,t +∞ 上绝对

连续，由(i)类似可证 ( )y t 为(2.3)在 [ )0 ,t τ− +∞ 上满足初值条件(2.4)的解。 

推论3.1：假设条件(H1)~(H5)成立，则 
i) ( )y t 为(2.3)与(2.4)的ω -周期解，则 ( ) ( ) ( )

0

1
k

k
t t t

x t p y t
< <

= +∏ 为(2.1)与(2.2)在 [ )0 ,t τ− +∞ 上的正ω -

周期解； 
ii) ( )x t 为(2.1)与(2.2)的ω -周期解，则 ( ) ( ) ( )

0

11
k

k
t t t

y t p x t−

< <

= +∏ 为(2.3)与(2.4)在 [ )0 ,t τ− +∞ 上的正ω -

周期解。 
证明：由引理3.1以及假设条件(H1),(H4)即可得证。 
注3.1：由推论3.1可知，讨论具有脉冲影响的时滞新古典增长模型(2.1)的ω -正周期解，只需要转化

为讨论不具有脉冲的时滞新古典增长模型(2.3)的ω -正周期解。 
为应用引理2.1，令 ( ) ( ) ( ) ( ){ }R,R , , RX x t C x t x t tω= ∈ = + ∀ ∈ ，赋予范数

[ ]
( )

0,
sup

t
x x t

ω∈
= ，则 X 为

Banach空间。 
令 ( ) ( ) ( ){ }0, , RP x t X x t x t x tσ= ∈ ≥ ≥ ∈ ，其中 ( )0,1σ ∈ 为后面所定义的正常数，则 P 为 X 中的锥。

定义算子 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ˆˆ, e d
t s x s s

t
x t G t s s x s s s

ω δ τγβ τ
+ − −Γ = −∫                        (3.1) 

其中 ( ) ( ) ( )
0

1ˆ 1
k

k
t t t

t p tγβ β−

< <

= +∏ ， ( ) ( ) ( )
0

ˆ 1
k

k
t t t

t p tδ δ
< <

= +∏ ， ( )
( )

( )0

d

d

e,
e 1

s
t r r

r r
G t s ω

α

α

∫

∫
=

−
。记 

( ){ } ( ){ } ( )0 min , : 0 , max , : 0 , , 0,1AA G t s t s G t s t s B
B

ω ω σ< = ≤ ≤ < ≤ ≤ = = ∈  

以下为方便计，对于ω -周期函数 ( )f x ，采用如下符号
[ ]

( ){ }
0,

minm t
f f t

ω∈
= ，

[ ]
( ){ }

0,
maxM t

f f t
ω∈

= 。 
注3.2：由引理2.1知，对于 x X∈ ，Γ是 X 上的全连续算子，且易证模型(2.3)的正ω -周期解的存在

性等价于求Γ在 X 上的不动点。 
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注3.3：引入函数 ( ) ˆe M xg x x δγ −= ，则易知 ( )g x 在 0, ˆ
M

γ
δ

 
 
  

上严格单调递增，在 ,ˆ
M

γ
δ

 
+∞ 

  
上严格单调

递减，则知 ( )g x 在点 ˆ
M

γ
δ

取得最大值，且存在唯一的 0 ,ˆ
M

r γ
δ

 
∈ +∞  
 

，使得 ( )0ˆ
M

g g rγ
σ
δ

 
=  

 
。 

引理3.2：假设条件(H1)~(H5)成立，则 : P PΓ → 为全连续算子。 
证明：由假设， ( )tα 为连续的ω -周期函数。且易验证 

( ) ( ) [ ], , , ,G t s G t s s t tω ω ω+ + = ∈ + ， 

, Rx P t∀ ∈ ∈ ，有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

ˆ2

ˆ

ˆ

ˆ, e d

ˆ, e d

ˆ, e d

,

t s x s s

t
s u t u x u u

t
t u x u u

t

x t G t s s x s s s

G t u u x u u

G t u u x u u u

x t

ω δ τγ
ω

ω ω δ ω ω τ ωγ

ω δ τγ

ω ω β τ

ω ω β ω ω τ

β τ

+ − −

+

= + + − + + − +

+ − −

Γ + = + −

= + + + + −

= −

= Γ

∫

∫

∫

令

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ˆ

0
ˆ e ds x s s Ax t A s x s s s x x

B
ω δ τγβ τ σ− −Γ ≥ − ≥ Γ = Γ∫ ， 

所以， ,x P x PΓ ∈ ∀ ∈ 。因此 : P PΓ → 。 
下证Γ为全连续的。显然 : P PΓ → 是连续的。又，可得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ˆ 1
0

ˆ ˆ ˆe d eˆ ˆ
s x s s

M M
M M

x t B s x s s s B g B
γ

ω δ τγ γ γ
β τ ωβ ωβ

δ δ
− − −   

Γ ≤ − ≤ ≤      
   

∫ ， 

以及，

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

1

ˆ, e d

ˆ, e d

ˆ, e

ˆ, e

ˆ, e d

ˆ e

ˆ e

t s x s s

t

t s x s s

t

t x t t

t x t t

t s x s s

t

s x s s

M M

x t G t s s x s s s

G t s s x s s s

G t t t x t t

G t t t x t t

G t s s x s s s

t x t t

B

ω δ τγ

ω δ τγ

δ ω ω τ ωγ

δ τγ

ω δ τγ

δ τ

β τ

β τ

ω β ω ω τ ω

β τ

β τ

α β

γ
α ωβ

+ − −

+ − −

− + + − +

− −

+ − −

− −

−

′′  Γ = −  

′= −

+ + + + − +

− −

′= −

≤ Γ +

≤

∫

∫

∫

ˆˆ e ,M
M

M

γ
δβ

δ
− 

+ 
 

 

因此 : P PΓ → 是紧的，从而 : P PΓ → 为全连续的。 
定理3.1：假设条件(H1)~(H5)成立，再假设条件(H6) 0ˆ1

0
ˆ e M r

mA r δγωβ − > 成立，则方程(2.3)在初值条件(2.4)
下存在两个正周期解。 

证明：因为 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]ˆ ˆ

0
ˆ ˆlim e lim e 0, 0,t x t x

x x
t x t x tδ δγ γβ β ω− −

→ →+∞
= = ∀ ∈ ，则存在两个正常数 1 2,r r，

1 0 20 ˆ
M

r r rγ
δ

< < < < ，以及存在一个充分小满足 1Bωε < 的 ε ，使得 
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( ) ( ) [ ] [ ]ˆ
1 1

ˆ e , 0, , 0, ;t xt x r t x rδγβ ε ω− ≤ ∈ ∈                             (3.2) 

( ) ( ) [ ] [ )ˆ
2 2

ˆ e , 0, , ,t xt x r t x rδγβ ε ω− ≤ ∈ ∈ +∞ 。                           (3.3) 

定义 { }1 1,x x X x rΩ = ∈ < ，当 1x P∈ ∩∂Ω 时，有 1x r= 且 ( ) 1x t rσ≥ ，由(3.1)和(3.2)，得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ˆ
1 1

ˆ e d
t s x s s

t
x t B s x s s s B r r

ω δ τγβ τ ωε
+ − −Γ ≤ − ≤ <∫ ， 

因此， x xΓ < ， 1x P∀ ∈ ∩∂Ω 。 

定义 { }2 0,x x X x rΩ = ∈ < ，当 2x P∈ ∩∂Ω 时，有 0x r= ， ( ) 0 ˆ
M

x t r γσ σ
δ

≥ > ，因为

[ ]
( ) ( )

0 0
0,

min ˆx r r
M

g x g g r
σ

γσ
δ∈

 
= =  

 
，从而由条件(H6)，有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0 0

0

ˆ ˆ ˆ0
0 0ˆ

ˆ ˆe d e e ,
e

M M

M

t s x s s r r
m rt

r
x t A s x s s s A r r

ω δ τ δ δγ γ
δ

β τ ωβ
+ − − − −

−
Γ ≥ − ≥ > =∫  

因此， x xΓ > ， 2x P∀ ∈ ∩∂Ω 。 

定义 { }3 2x X x rΩ = ∈ < ，其中 2 0max ,ˆ 1M

BMr r
B

γ ω
ωεδ

  > + 
−  

， 

[ ] [ ]
( ) ( ){ }

2

ˆ

0, 0,
ˆmax max e t x

t x r
M t x δγ

ω
β −

∈ ∈
= ，当 3x P∈ ∩∂Ω 时，有 2x r= ， ( ) 2x t rσ≥ 。则由(3.1)和(3.3)，得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
1 2

ˆ

ˆ ˆ

2 2

ˆ e d

ˆ ˆe d e d

,

t s x s s

t

s x s s s x s s

E E

x t B s x s s s

B s x s s s s x s s s

BM B r r

ω δ τγ

δ τ δ τγ γ

β τ

β τ β τ

ω ωε

+ − −

− − − −

Γ ≤ −

≤ − + −

≤ + <

∫

∫ ∫  

因此， x xΓ < ， 3x P∀ ∈ ∩∂Ω ，其中 [ ] ( )( ){ }1 0, ,0E s s t t x s s rω τ= ∈ + ≤ − ≤ ， 

[ ] ( )( ){ }2 0 2, ,E s s t t r x s s rω τ= ∈ + ≤ − ≤ 。 

因为 1 2 2 3,Ω ⊂ Ω Ω ⊂ Ω ，且由引理3.2知， ( )2 1: \P PΓ ∩ Ω Ω → ， ( )3 2: \P PΓ ∩ Ω Ω → 是全连续的，

因此，由引理2.1，得到Γ在 ( )2 1\P∩ Ω Ω 上存在不动点 ( )1x t ，在 ( )3 2\P∩ Ω Ω 上存在另一个不动点 ( )2x t 。

又因为 ( )1 1 0x t rσ≥ > ， ( )2 0 0x t rσ≥ > ，因此 ( )1x t 与 ( )2x t 为模型(2.3)在初值条件(2.4)下的两个不同的正

周期解。 
由引理3.1，可知模型(2.1)在初值条件(2.2)下存在两个不同的正周期解。 

4. 具体实例 

考虑下列脉冲时滞新古典增长模型 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 0.5sin 130.06 sin 7 cos 1 e , ,

1 , 1, 2,

t x t
k

k

x t t x t t x t t t

x k p x k k

− − − ′ = − + + + − ≠

∆ = + = 

                (4.1) 

其中取脉冲 sin2 1k
kp = − ，脉冲时刻为 1,2,k = 。令 ( ) sin

0
2

k

k

t t
f t

< <

= ∏ ，则有 

( ) ( ) ( )
2π 2π

1 1
sin sin

sin 2πsin sin sin

0 2π 2π 2π 0 2π 0 2π
2π 2 2 2 2 2 2k k

k k k k

k k
kk k k

t t t t t
f t f t= =+

< < < < + < < < <

∑ ∑
+ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =∏ ∏ ∏ ∏  
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因此 ( )
0

1
k

k
t t

p
< <

+∏ 是以 2π为周期的函数。 

由 ( ) 0.06 sint tα = + ， ( ) 7 cost tβ = + ， ( ) 2 0.5sint tδ = − ， ( ) 3 3e xg x x −= ， ( ) ( ) ( )
2sin

0

ˆ 2 7 cosk

k t
t tβ

< <

= ⋅ +∏ ，

( ) ( )sin

0

ˆ 2 2 0.5sink

k t
t tδ

< <

= ⋅ −∏ ， ( ) 1tτ = ， 3γ = ，易知， ( ) ( ) ( ) ( ), , ,t t t tα β δ τ 是以 2π 为周期的周期函数，

( )2π

0
d 0.12π 0t tα = >∫ ，

0.12π

0.12π

e
e 1

A
−

=
−

，
0.12π

0.12π

e
e 1

B =
−

， ˆ 6mβ = ， 1ˆ
M

γ
δ

= ， 0.24πeσ −= ， 0 1.5r ≈ ，则有

062
0

ˆ 126.915 89.975 e r
mA rωβ ≈ > ≈ ，从而定理3.1的条件满足。因此，由定理3.1，知模型(4.1)存在两个 2π -

正周期解。 
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