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Abstract 
The arbitrary constant of the usual solution to first order ordinary differential equation is dis-
cussed in this paper. Firstly, the arbitrary constant in the usual solution does not necessarily take 
over all of the real numbers. Secondly, the arbitrary constant and special solution is not necessar-
ily a one-to-one correspondence, that is, a constant does not determine a unique special solution, 
also is not that each special solution can be determined by the arbitrary constant in usual solution. 
In order to use the method of variation of constant to solve the first order linear differential equa-
tion, the canonical form of the usual solution to the homogeneous equation of first order linear 
differential equation is provided. 
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摘  要 

本文主要从两个方面分析一阶常微分方程通解中任意常数的含义。一：任意常数不一定取遍所有的实数；
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二：任意常数和方程的特解不一定是一一对应的，即取定一个任意常数不一定仅仅只确定一个特解，也

不是每个特解都可以由通解中的任意常数可以确定。最后为方便使用常数变易法求解非齐次一阶线性微

分方程的通解，举例阐明了一阶线性微分方程对应齐次方程通解的规范形式。 
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1. 引言 

微分方程通解中的任意常数C 的含义，是一个较为难理解的概念，很多初学者不能很好地理解其中

的含义，这对于求解微分方程及理解微分方程的其他相关概念来讲有很大的影响。本文主要阐明微分方

程不同通解的表达形式，其中任意常数C 的含义有可能不同，通解中任意常数C 的含义不外乎是本文所

给出的这几种类型。通过几个有代表性的例题及问题的分析，阐明一阶常微分方程通解中任意常数的含

义，这也有助于理解高阶微分方程和偏微分方程通解中任意常数的含义。鉴于本文的目的不是讲解解题

方法，所以不需要构造过于复杂的方程，仅用极为常见的一阶微分方程，就可以很清楚地说明通解中任

意常数与微分方程解的关系，解决学生在学习过程中对任意常数理解上的困惑，帮助教师在授课过程中

讲解微分方程通解的相关概念。 

2. 主要结果 

2.1. 任意常数 C 不一定取遍所有的实数 

通解中的任意常数，并不是真正意义下的任意，下面例题的通解中任意常数C 是不能取小于 0 的数。

此例题根据文献[1]中微分方程章节的一个课后习题改写，注意C 的取值范围。 

例 1：求微分方程
d e
d

x yy
x

+= 的通解。 

解：分离变量可得 e d e dy xy x− = ，两边积分得到方程的隐式解 e ey x C− = + ，于是变形可得到方程的

解为 

( )e e 1 0x yC+ + =                                        (1) 

注意(1)中的C 必须是大于 0 才能使得(1)式成立，这里的C 不能取遍所有的实数。 

2.2. 任意常数和方程的特解不一定是一对一的 

2.2.1. 一个固定的 C 不一定仅确定一个特解 
以文献[2]中第 11 页例 2 为例说明此问题。 

例 2：求微分方程
2

2

1d
d 1

yy
x x

−
=

−
的通解。 

解：这是一个可分离变量的微分方程，很容易求得其通解为 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2017.67103
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


胡贵新 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2017.67103 859 应用数学进展 
 

arcsin arcsin , π π,y x C C= + − < <                                (2) 

将(2)式变形为 
2 2 22 cos sin ,y x xy C C+ − =                                    (3) 

由(3)式可知，对于 ( )0, π 内的每个C ，可以确定两个特解，这是因为(3)中C 的作用相当于(2)中C 和 C−
的作用。另外，(3)式中的C 可以取除 ( )2 1 πn + 之外的所有实数，很明显，相差 2π整数倍的无穷多个数

只能确定同一个特解。方程还有常数解 1y = ± 不包含在上述通解中。综上分析，(3)式中任意常数C 既不

是任意的，也不是一个固定的C 仅确定一个特解，而即使取遍所有C 可以取得的值，也不能包含方程所

有的通解。 

2.2.2. 通解不一定包含方程的全部解 
文献[2]中对于通解和特解定义的描述是： n 阶微分方程的含有 n 个独立的任意常数的解称为该方程

的通解，如果解中不包含任意常数则称之为特解，通解不一定包含全部解，也即并不是每个特解都可以

由通解中的任意常数可以确定。 
例 3：微分方程 ( ) 0x y y′+ = 的解有 y x= − 及 y C=  ( C 是任意常数)，显然通解 y C= 不包含特解

y x= − ，尽管这里的C 取遍所有的实数，也不能包含特解 y x= − 。 

2.3. 并不是任何一个微分方程都有通解或者通积分。 

从微分方程解的存在性定理可知，当方程的系数函数满足一定条件，方程的解就存在，很自然的一

个问题是，如果方程有解，是不是就一定有通解或者通积分呢？答案是否定的。下面的这个例子说明了

方程只有一个解，没有含任意独立常数的通解或通积分。 
例 4：求解方程 2 2 0y y′ + = 。很容易求得此方程只有解 0y = ，没有通常意义下的通解。 

2.4. 齐次方程通解的规范形式 

在求解非齐次一阶线性微分方程或者可以化成线性方程通解的过程中，一般用常数变易法先求得对

应齐次方程的通解，这个齐次方程通解的表达形式，对常数变易法求解非齐次方程的解很关键，如何表

示才可以使得求解问题更方便、规范？下面仅通过一个例子给出对应齐次方程的通解的规范形式，这种

规范形式对所有利用常数变易法求解非齐次方程的通解都适用。 

例 5：一阶线性微分方程 ( ) ( )d
d
y p x y q x
x
= + 对应的齐次方程为 

( )d
d
y p x y
x
=                                          (4) 

显然 0y = 是(4)的一个特解，当 0y ≠ 时，(4)变形为 

( )d dy p x x
y
=  

积分得 

( ) ( )ln d ln 0y p x x C C= + ≠∫                                  (5) 

式(5)中的C 是不为零的任意常数，如果 0C = ，那么 ln C 就没有意义了，式(5)中不包含 0y = 这个特解

和负数解。将(5)式变形为 
( )de p x xy C ∫= , ( C 是任意常数)                                  (6) 
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(6)中的任意常数C 是可以达到真正意义上的任意性，(6)包含了(4)的所有解。但如果将(5)写成 

( ) 1ln dy p x x C= +∫                                       (7) 

也即 
( )1 de e p x xCy ∫=                                         (8) 

虽然这里的 1C 可以取遍所有的实数，但通解(8)不包含齐次方程所有的解(不包含 0y = 和负数解)。 
分析：在用常数变易法求解一阶线性微分方程的通解时，如果将(5)或者(8)中的C 变成函数 ( )C x ，

不但问题变得复杂，而且得不到非齐次方程的通解，而(6)才是最标准的对应齐次方程通解的表达形式，

这种形式的通解有助于下面的推导。 

3. 本文结论 

微分方程的初等解法在几乎所有常微分方程教材中都有详细的阐述，也是学习微分方程必须掌握的

知识点，例如文献[3]给出了几类常微分方程详细的求解方法。但是很多学生在学习一阶常微分方程通解

的求解过程中，对通解中任意常数的含义理解都不是很透彻，而且教师在授课过程中在有限的课时内也

很难讲解透彻，一阶常微分方程解的表达形式不同，任意常数的含义也是不一样的，所表示的是不是方

程的通解也跟表达形式有关。本文主要对一阶常微分方程通解中的任意常数进行了深刻的分析，通过相

关问题及例题的分析，阐明了一阶线性微分方程对应齐次方程通解的规范形式，对微分方程通解的教学

与学习有一定的帮助和参考作用。本文中仅通过几个在微分方程中极为常见的例子解释了通解中任意常

数C 的含义，主要结论有：1) 任意常数不是真正意义下的任意性；2) 一个任意常数不一定仅仅确定一

个特解，通解不一定包含方程所有的解；3) 即使方程有解，也不一定有通解或者通积分。最后为方便使

用常数变易法求解非齐次一阶线性微分方程的通解，举例阐明了对应齐次方程通解的规范形式，在微分

方程通解的学习过程中起到重要的辅助作用。 
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