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Abstract 
In this paper, we study an age-structured phytoplankton-zooplankton model to describe the dy-
namics between the two populations. The model is described by considering age-structured zoop-
lankton, time delay and harvesting effect. The aim of this paper is to understand the effect of age 
structure on this model. Sufficient conditions are obtained for the existence of the equilibrium. It 
is shown that the equilibrium state of the model is related to the age of zooplankton. 
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摘  要 

本文在一类具有时滞效应和收获效应的浮游植物–浮游动物模型基础上，考虑了浮游动物的年龄结构特

征，从而得到了一类具有时滞效应，收获效应和年龄结构的浮游植物和浮游动物模型。文章的主要目的

是研究年龄结构对该模型动力学性质的影响。通过模型分析，将其转化成一类抽象的柯西问题。在此基

础上，本文主要研究了该模型平衡点的动力学性质，包括存在性和唯一性。 
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1. 引言 

浮游植物在海域生态系统中起着十分重要的作用，因为它们不仅为海洋生物提供了丰富的食物来源，

而且浮游植物每年能固定空气中超过 20%的二氧化碳[1]。但是浮游植物的大量爆发会对海域生态系统产

生极大的危害和污染。因此，研究浮游植物的生长机理是至关重要的。 
研究表明，浮游植物的生长受到许多生物环境因素的影响。例如：Martin [2]等人研究发现气候改变

可以促进浮游植物生长；James [3]等人研究发现光照强度和光照时间的长短也可以控制浮游植物的生长；

Qasim [4]等人发现海洋中低浓度的盐含量可以促进浮游植物的爆发；此外，Siegal 和 Doney 等人[5]研究

发现上层水域中不同的水深可以导致浮游植物产生不同的生长率。 
另一方面，浮游动物是影响浮游植物种群生长的另一种重要因素，因为浮游动物能够通过捕食来控

制浮游植物的生长和种群数量。为了研究浮游动物对浮游植物的影响，研究者提出了大量的数学模型来

描述浮游植物与浮游动物之间的关系。例如：Dominic [6]等人提出了一类浮游植物–浮游动物模型，并

且首次将该模型应用在现实环境问题中；之后阮世贵等人[7]提出并讨论了伴有营养循环的浮游植物–浮

游动物模型。根据动力学分析，他们发现在一些条件下，浮游植物和浮游动物可以达到共存并且这个系

统是持久的，但是如果这些条件遭到破坏，系统将失去其持久性。 
在现实生活中，浮游动物捕食浮游植物并将其能量转化为自身生长。但是由于消化作用，这些转化

并非都是立刻发生的。所以时滞因素通常被考虑到模型中来表示实际情况[8] [9] [10]。通过研究发现，时

滞因素可以促进浮游植物和浮游动物的共存。此外，戴传军等人[11]通过建立具有时滞效应的浮游植物–

浮游生物模型，发现时滞因素还能促进浮游植物斑块的形成。 
之前对浮游植物和浮游动物的研究主要集中在时滞，营养循环和反应扩散等因素上，然而，研究表

明浮游动物还具有年龄结构。因此，在本文中，我们考虑了浮游动物的年龄结构来研究年龄结构对浮游

植物和浮游动物的影响。 
自从提出了年龄结构模型以来，许多研究者就针对该类模型进行了大量研究，一部分研究者证明了

种群的持久性问题，另一部分研究者证明了模型解的全局稳定性问题。其中，李佳[12]研究了一类食饵具

有年龄结构的捕食者–食饵模型，作者主要研究了该模型平衡点的存在稳定性问题。研究结果发现，捕

食者和食饵这两个种群在一些充分条件下可以达到共存的状态。然后曹斌等人[13]提出了一类具有年龄结

构的传染病模型，他们分析了平衡点的全局稳定性和系统的一致持久性问题。此外，Yang 等人[14]提出

了一类具有年龄结构的 SIR 模型，他们证明了该模型平衡点的全局稳定性和系统的持久性。直到 1990 年，

Thieme 发现年龄结构模型可以转化为一类抽象的柯西问题。接着 Magal 和阮世贵在此基础上建立了该类

抽象柯西问题的中心流形定理[15] [16]。然后刘志华等人[17]提出并总结了该类模型的 Hopf 分支理论。

在年龄结构模型中，Hopf 分支问题是一个很有趣的数学问题，因为人们推测，当系统存在 Hopf 分支时，

系统会产生非平凡周期解。也就是说，此时种群的生长是周期震荡变化的。 
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现在虽然有许多对年龄结构模型的研究，但是对年龄结构的浮游植物–浮游动物模型的研究仍然是

很少的。在本文中，我们提出了一类具有年龄结构，收获效应和时滞效应的浮游植物–浮游动物模型并

研究了年龄结构对浮游植物和浮游动物的影响。 
本文结构如下所示。在第二部分，我们首先提出本文要研究的模型和一些预备知识。第三部分主要

描述了模型的转化过程，利用转化，我们将模型转为抽象的柯西问题，在此基础上我们来研究该模型的

动力学性质。第四部分主要研究了该模型平衡点的存在情况。 

2. 模型的提出和预备知识 

2.1. 提出模型 

模型(1.1)是一类具有收获效应和时滞效应的浮游植物–浮游动物模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2 1 2

d
1

d

d
d

P t P t
rP t P t Z t c EP t

t K

Z t
P t Z t uZ t c EZ t

t

α

α τ

  
= − − −  

  


= − − −

                     (1.1) 

其中， ( )P t 表示在 t 时刻浮游植物的生物量， ( )Z t 表示在 t 时刻的浮游动物的生物量， r 表示浮游植物

的增长率， K 表示浮游植物的环境容纳量， 1 2,α α 分别表示浮游动物对浮游植物的捕食率以及浮游植物

向浮游动物的转化率， u 表示浮游动物的死亡率， 1 2,c c 分别表示对浮游植物和浮游动物的收获系数， E
表示收获程度。 

基于上述分析，在模型(1.1)的基础上，我们提出了一类如下所示的具有年龄结构的浮游植物–浮游

动物模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 10

2

2 1 0

0

d
1 , d

d

, ,
,

,0 , d

0,

P t P t
rP t P t Z t a a c EP t

t K

Z t a Z t a
u c E Z t a

t a

Z t P t a Z t a a

Z a Z

α

α τ β

+∞

+∞

  
= − − −  

 
∂ ∂ + = − + ∂ ∂
 = −

 =

∫

∫

                 (1.2) 

其中 ( ),Z t a 表示 t 时刻，年龄为 a 的浮游动物，同时有 r b d= − 和 ( )
*

2if
0

a
a

β τ
β

 ≥= 
 其它

。 

2.2. 预备知识 

我们首先提出一些基本假设： 
(A1) 空间 ( ),Z t a 的初值满足 ( )( )1

0 0, ,Z L R∈ +∞ ； 

(A2) 浮游动物的生育函数为 ( )
* if 1

0
a

a
β

β
 ≥= 
 其它

，其中 ( ) ( )2 2*
2 e u c EM u c E τβ += + ； 

(A3) 空间 ( )P t 的初值满足 ( ) 00P P= 和 [ ]( )0 1,0 ,P C Rτ∈ − ； 

(A4) 空间 X 的定义为 ( )( )2 1 20, ,X R L R= × +∞ ，其范数为 ( )( )2 1 20, ,R L R

α
α ϕ

ϕ +∞

 
= + 

 
； 
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(A5) 线性算子 L的定义为
( )0 0

L
D

ϕ
ϕ ϕ ϕ

−  
=    ′− −   

，其中 ( ):L D L X→ 和 ( ) { } ( )( )1,1 20 0, ,D L W R= × +∞ ； 

(A6) 空间Y 的定义为
( )
( )

( )
( ) ( )1

2

,0 , , 0 0Y C X
ζ ζ τ

ζ
φ φ τ

   ⋅   ⋅    = ∈ − =       ⋅ ⋅        
； 

(A7) 算子 :F Y X→ 的定义为
( )
( )

( )( )
0

B
F

φζ
φ

   ⋅ ⋅ 
=       ⋅    

； 

(A8) 空间 Z 为 Z X S= × ，它的范数是 X S

α
α ϕ

ϕ
 

= + 
 

，其中 1

2

,0 ,S C Xτ
τ

  
= −     

； 

(A9) 线性算子 A 的定义为
( ) ( )0 0 0X L

A
ϕ ϕ

ϕ ϕ
′− +  

=    ′   
，其中 ( ):A D A Z Z⊂ → 和 

( ) { } ( ) ( )1 1

2

0 ,0 , , 0XD A C X D Lτ
ϕ ϕ

τ

    = × ∈ − ∈        
； 

(A10) 算子 H 为
( )0
0

Y

Y

F
H

ϕ
ϕ

  
=   

   
， ( ):H D A Z→ 和 ( ) { }0YD A Y= × ； 

3. 模型转化 

为了分析模型(1.2)，我们要把它转化成抽象的柯西问题。 

令
2

ˆ tt
τ

= ，
2

ˆ aa
τ

= 。 

则模型(1.2)变为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2
2 2 1 2 2 2 2 1 20

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 1 2 2 20

2 0

ˆ ˆd
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ1 , dˆd

ˆ ˆˆ ˆ, ,
ˆ ˆ,ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,0 , d

ˆ0,

P t P t
rP t P t Z t a a c EP t

t K

Z t a Z t a
u c E Z t a

t a

Z t P t a Z t a a

Z a Z

τ τ
τ τ α τ τ τ τ τ

τ τ τ τ
τ τ τ

τ α τ τ β τ τ τ

τ

+∞

+∞

   
   = − − −

     
∂ ∂
 + = − +

∂ ∂
 = −
 =

∫

∫

         (2.1) 

令 ( ) ( )2
ˆ ˆ ˆP t P tτ= 和 ( ) ( )2 2 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ, ,Z t a Z t aτ τ τ= ，去掉尖角符号后我们得到下列模型(2.2)： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 1 10

2 2

1
2 2 0

2

2 0

d
1 , d

d

, ,
,

,0 , d

0,

P t P t
rP t P t Z t a a c EP t

t K

Z t a Z t a
u c E Z t a

t a

Z t P t a Z t a a

Z a Z

τ α

τ

τ
τ α β

τ

τ

+∞

+∞

   
= − − −       

∂ ∂ + = − +
 ∂ ∂
   = −   

=

∫

∫

                (2.2) 

设浮游植物 ( )P t 也存在年龄结构，令 ( ) ( )
0

, dP t p t a a
+∞

= ∫ 。 

则模型(2.2)的第一个方程可以表示成下列形式： 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

2 1

0

, ,
,

,0 , , ,

0,

p t a p t a
d c E p t a

t a
p t G p t a Z t a

p a p

τ
∂ ∂

+ = − + ∂ ∂
 =
 =

                        (2.3) 

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2 10 0 0 0
, , , , d , d , d , drG p t a Z t a b p t a a p t a a p t a a Z t a a

K
τ α

+∞ +∞ +∞ +∞ = − − 
 
∫ ∫ ∫ ∫        

将 ( ),Z t a 和 ( ),p t a 定义成一个二维向量，也就是令 ( ) ( )
( )

,
,

,
Z t a

w t a
p t a

 
=  
 

。 

模型(2.2)可表示为下列形式： 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( )

( )

1
2 2 0 0

2

0

0

, ,
,

, d , d
,0

, , ,

0,

w t a w t a
Dw t a

t a

p t a a a Z t a a
w t

G p t a Z t a

p
w a

Z

τ
τ α β

τ
+∞ +∞

∂ ∂
 + = −

∂ ∂
    −   =   
  

 
   =    

∫ ∫                    (2.4) 

其中
( )

( )
2 2

2 1

0
0

u c E
D

d c E
τ

τ
 + 

=  + 
。 

令 ( ) ( )
0

,
x t

w t
 

=  ⋅ 
，则模型(2.4)将被转化成下列形式： 

( ) ( ) ( )

( ) 0

d
d
0

t
x t

Lx t F x
t

x x


= +


 =

                                (2.5) 

其中 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )

1
2 2 2 10 0

2

1 2

d 0 d

0 , 0

a a a a a
B

G

τ
τ α φ β φ

τφ
φ φ

+∞ +∞  
−  

⋅ =   
 ⋅ ⋅ 

∫ ∫                   (2.6) 

基于上述变化，记 ( ) ( )tx x tθ θ= + ，则 tx Y∈ 。为了将模型(2.2)转化成抽象柯西问题，我们将模型(2.5)
做进一步的转化。 

取 ( ) ( ),y t x tθ θ= + ，其中 [ ) 1

2

0, ,0 ;y C Xτ
τ

  
∈ +∞ × −     

， 0t ≥ ， 1

2

,0τ
θ

τ
 

∈ − 
 

。 

若 [ )1 1

2

0, ,0x C τ
τ

  
∈ +∞ × −     

，则
( ) ( ) ( ), ,y t y t

x t
t
θ θ

θ
θ

∂ ∂
′= = +

∂ ∂
。 

因此有
( ) ( ), ,

0
y t y t

t
θ θ

θ
∂ ∂

− =
∂ ∂

， 0t ≥ ， 1

2

,0τ
θ

τ
 

∈ − 
 

。 
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通过上述分析，我们可以得到当 0θ = 时 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )d ,0
,0 ,

d t
x t y t

Lx t F x Ly t F y t
t θ

∂
= = + = + ⋅

∂
. 

则 ( ),y t θ 满足 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

, ,
0

,0
,0 ,

0,

y t y t
t

y t
Ly t F y t

y Y

θ θ
θ

θ

∂ ∂
− = ∂ ∂∂ = + ⋅ ∂

⋅ ∈

                            (2.7) 

令 ( ) ( )
0

z t
y t

 
=  
 

，则模型(2.7)可以转化成下列抽象柯西问题： 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

d
d
0

z t
Az t H z t

t
z D A


= +


 ∈

                              (2.8) 

4. 主要结果 

模型(2.2)的平凡平衡点 ( )0 0,0E = 总是存在的，接下来我们将研究模型(2.2)的其它类型平衡点。若模

型(2.2)存在正平衡点，浮游植物和浮游动物就可以达到共存的状态。 
定理 1 
对于模型(2.2)，下列结论成立： 
(1) 模型(2.2)总存在平凡平衡点 ( )0 0,0E = ； 

(2) 若 1
2

11c E r
MKα

 
= − 

 
，则模型(2.2)存在边界平衡点 1

1 1 ,0c EE K
r

  = −  
  

； 

(3) 若 1
2

11c E r
MKα

 
< − 

 
，模型 (2.2)存在唯一的正平衡点 ( )( )* * *,E P Z a= ，其中 *

2

1P
Mα

= ，

( ) ( ) ( )2 22 2*
1

1 2

11 e u c E au c E
Z a r c E

MK
ττ

α α
− + +  

= − −     
。 

证明：设 *
*

0
z

y
 

=  
 

是模型(2.8)的正平衡点，其中
( )
( )

*
* 1 1

*
2

,0 ,y C X
ξ τ
φ τ

  ⋅  
= ∈ −       ⋅     

以及 ( ) ( )
( )

1*

2

φ
φ

φ

∗

∗

 ⋅
⋅ =   ⋅ 

。 

则根据(2.8)，有 ( )* * 0Az H z+ = ，that is ( ) ( )* *0 0Ly F y+ = 。 
等价于 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

* *

* *0

a D a

B

φ φ

φ φ

 ′ = −

 = ⋅

                                (3.1) 

通过计算可得 

( )
( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 1

*
2 2 10

1
2* * *

2 2 1 10

d
e 0

0 e d

u c E a

d c E a

P a a a
a

ra bP P P a a
K

τ

τ

τ α β φ
φ
φ τ α φ

+∞ ∗
− +∗

∗ +∞− + ∗

 
   

=          − −        

∫

∫
           (3.2) 
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由(3.2)，可得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 *
1 2 2 10

e du c E aa P a a aτφ τ α β φ
+∞− +∗ ∗= ∫                         (3.3) 

( ) ( ) ( ) ( )2 1
2* * *

2 2 1 10
e dd c E a ra bP P P a a

K
τφ τ α φ

+∞− +∗ ∗ = − − 
 ∫                    (3.4) 

根据(3.3)，计算得到 

( ) ( )2 2*
2 2 0

1 e du c E aP a aττ α β
+∞ − += ∫                             (3.5) 

以及 

( ) ( ) ( )
*

* 2
10

2

dPZ a a a a
u c E
α

β φ
+∞ ∗=

+ ∫                            (3.6) 

由(3.4)，可以算出 

( ) ( )
2* * * *

1 10
1

1 drP bP P P a a
d c E K

α φ
+∞ ∗ = − − +  ∫                      (3.7) 

再令 ( ) ( )2 2

0
2

e du c E a Ma aτβ
τ

+∞ − + =∫ ，并且根据(3.5)，我们可得 *

2

1P
Mα

= 。 

由(3.7)计算得出 

( )
*

* * *
1 1 10

1 dPrP c EP P a a
K

α φ
+∞ ∗ 

− − = 
 

∫                          (3.8) 

和 

( ) ( )
**

* * 1 2
1 1* 0

2

11 dPPrP c EP a a a
K u c EP

α α
β φ

+∞ ∗  
− − =    +  

∫                    (3.9) 

因此我们有 

( ) ( )
( )

*

2 1

1 *0
1 2

1
d

Pu c E r c E
K

a a a
P

β φ
α α

+∞ ∗

  
+ − −     =∫                      (3.10) 

如果 ( ) ( )10
d 0a a aβ φ

+∞ ∗ ≠∫ ，则 

( ) ( ) ( )2 22 2
1 1

1 2

11 e u c E au c E
a r c E

MK
ττ

φ
α α

− +∗  +  
= − −     

                   (3.11) 

( ) ( ) ( )2 12 1
2

2

e d c E ad c E
a

M
ττ

φ
α

− +∗ +
=                             (3.12) 

如果 1
2

11c E r
MKα

 
< − 

 
，则 ( )* 0Z a > 。 

然而，若 1
2

11c E r
MKα

 
= − 

 
，则有 

( )
( )

1

2

0

0

a

a

φ

φ

∗

∗

 =


=
或

( )

( ) ( ) ( )2 1

1

1
2 2 1

0

1 e d c E a

a

c Ea d c E K
r

τ

φ

φ τ

∗

− +∗

 =

  = + −  

 

. 
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从而模型(2.2)的平凡平衡点为 ( )0 0,0E = ；边界平衡点为 1
1 1 ,0c EE K

r
  = −  

  
； 

模型(2.2)的正平衡点为 ( )( )* * *,E P Z a= ，其中 *

2

1P
Mα

= 以及 

( ) ( ) ( )2 22 2*
1

1 2

11 e u c E au c E
Z a r c E

MK
ττ

α α
− + +  

= − −     
。 

从定理 1 的结论可以看出，时滞并不能影响模型(2.2)的平衡态。而且在不同的收获条件下，浮游植

物和浮游动物可以共存，或者同时灭亡，或者浮游植物幸存而浮游动物灭亡。也就是说如果收获条件满 

足 1
2

11c E r
MKα

 
= − 

 
，则浮游植物趋向于平衡态而浮游动物灭亡，如果收获条件满足 1

2

11c E r
MKα

 
< − 

 
， 

则浮游植物和浮游动物趋向于共存。 

5. 结论 

本文主要研究了一类具有时滞效应和年龄结构的浮游生物模型平衡点的动力学性质。通过将模型转

化为一类抽象的柯西问题，我们研究了该模型边界平衡点和内平衡点存在性的条件。另外通过分析发现，

该模型的内平衡点是一个与年龄有关的平衡态。 
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