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Abstract 
In this paper, a predator-prey system with Allee effect and state control is constructed under the 
framework of biological control strategy. The existence and stability criteria of semi-trivial peri-
odic solution are established, and the properties of their solutions, such as existence, uniqueness, 
stability and periodicity are discussed. At the same time, the related dynamic behavior of the sys-
tem is numerically simulated to verify the validity of the theoretical results. 
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摘  要 

在生物控制策略研究框架下，构建了一类具有Allee效应和状态控制的捕食–食饵系统，建立了系统半平

凡周期解的存在性和稳定性判据，并探讨了系统解的存在性、唯一性、稳定性和周期性等动力学性质。

同时，对系统的相关动力学行为进行数值模拟，验证理论结果的有效性。 
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1. 引言 

近年来，捕食动力系统在种群动力学研究中扮演重要角色，研究人员利用生态捕食系统来描述种群之

间相互作用的动力学关系。捕食系统早期的研究内容主要是生物种群的持续生存问题，研究的一般方法为

对所建立的生态数学模型稳定点的存在性和稳定性进行分析，进而判断该种群是否能持久生存，近些年该

领域取得一些重要成果，其相关理论也日趋完善[1] [2] [3] [4]。Luo [5]研究了水域温度的周期相变对生态系

统内部特征的影响。文章指出温度随季节变化而具有一定的时间周期，温度的周期变化会导致种群的内禀

增长率和环境最大承载量发生变化，进而影响系统的动力学行为，所得结论是比较符合自然界规律的。 
在捕食–食饵系统中，两种群的捕食-食饵系统是比较常见的，然而，比较符合自然界种群增长规律

的 Allee 效应也受到很多关注，其被广泛应用到生态数学建模中[6] [7] [8] [9] [10]。Allee 效应是以生态学

家 Allee 的名字命名[9]，它描述了人口密度与人均增长率之间的正相关关系。论文[11]研究了具有 Allee
效应的 Leslie-Gower 捕食模型对猎物的复杂动力学，分析了在 Allee 效应下系统平衡点的存在性条件，证

明了该模型具有 Hopf 分支的参数子集的存在性，最有趣的发现之一是 Allee 效应会增加生态灭绝的风险。

论文[12]揭示了具有强 Allee 效应的捕食–食饵模型的分支行为，揭示了点对点异宿环的存在性，讨论了

参数空间中延拓的数值技巧。论文[13]研究了一类具有 Allee 效应的离散捕食–食饵模型，研究结果表明

Allee 效应对捕食者和食饵的种群数量的影响，猎物和捕食者只能在一定数量范围内生长和共存。 
近年来，许多学者在研究微分方程理论时都会考虑脉冲带来的影响作用[14] [15] [16]。实际上，状态

脉冲微分方程广泛的应用于许多领域，且人类对自然资源的管理与开发都是离散的，而且还是瞬时完成

的，从而在瞬时时刻也破坏了原有生态种群的固有状态，因此把这种瞬间扰动用脉冲微分方程来表示更

加契合实际[17] [18] [19] [20] [21]。在论文[22]中，作者构建了基于比例依赖和状态脉冲反馈控制的 Leslie
捕食者–被捕食系统，并利用后继函数得到了系统阶-1 周期解的存在性与唯一性以及轨道稳定性。在论

文[23]中，作者研究了一类具有状态脉冲效应的捕食–食饵系统在不同阈值下释放天敌和喷洒农药的动态

行为，利用 Poincaré 映射和 Lambert W 函数的性质，证明了半平凡解和正周期解存在性和稳定性。在论

文[24]中，作者研究了具有脉冲状态反馈控制的捕食–食饵模型的动力学行为，利用 Poincaré 映射和类

Poincaré 准则得到了半平凡解和正阶-1 周期解存在和稳定的充分条件。此外，利用 Poincaré 映射得到了

周期解的分支图，并证明了混沌现象是通过一系列倍周期分岔产生的。 
基于以上讨论结果，本论文构建一类具有 Allee 效应与状态控制的捕食–食饵动力系统，具体如下： 

1 1
1 1

1 1 1

d 1 1
d
d
d

X X Xr X a XY
T k m X H
Y a e XY d Y
T
X X X H
Y Y

α
β τ

   
= − − −        ≠  = − 

∆ = −  = ∆ = + 

                                (1) 
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其中 X 和 Y 分别代表食饵和捕食者的种群密度， 1r 代表着内禀增长率， 1k 则代表环境最大容纳量， 1m 表

示 Allee 阈值， 1d 代表捕食者的死亡率， 1a 为捕食率， 1e 为转化率。 ( )0,1α ∈ 代表了在食饵达到阈值 0h >
时，食饵的捕获率。 ( )0β β > 表示幼年捕食者的释放参数， ( )0τ τ > 表示成年捕食者的释放参数。并且

( ) ( ) ( )X T X T X T+∆ = − ， ( ) ( ) ( )Y T Y T Y T+∆ = − 。当食饵量达到临界阈值 H 时，采用一种控制策略，那

么食饵和捕食者的数量分别为 ( )1 Hα− 和 ( ) ( )( )1 iY T Hβ τ+ + 。 
令 

1X k x= ， 1 1Y r y a= ， 1T t r= ， 

1 1 1

1

a e ke
r

= ， 1

1

ss
r

= ， 1

1

dd
r

= ， 1

1

.
km
m

=  

则模型(1)可以变为： 

( )( )d 1 1
d
d
d

x x x mx xy
t x h
y exy dy
t
x x

x h
y y

α
β τ

 = − − −  ≠
 = − 
∆ = − 

=∆ = + 

                                    (2) 

2. Poincaré 映射及其预备知识 
在系统(2)不具有脉冲效应下，它的动态行为可以解释如下：该系统有三个边界平衡和一个正平衡

( )* * *,E x y= ，并且 ( )( )* * * *, 1 1x d e y x mx= = − − 。通过计算，知道 1
1 ,0E
m

 
 
 

和 ( )2 1,0E 均为系统(2)的鞍

点，而当
2

2

2 0md med ed
e

− + +
< 时

( )( )
2,

e d md ed
e e

− − 
 
 

是一个稳定的正结点，同时 ( )0 0,0E 也是一个稳定

的正结点。 

在这篇论文中，假设
dh
e

< 和
2

2

2 0md med ed
e

− + +
< 总是成立的。基于系统(2)的生物学背景，那么只

含有非负分量的解，并且在区域 ( ){ }, , 0, 0D x y x y= ≥ ≥ 内是连续可微的。 

设 ( ),R = −∞ +∞ ，令 ( ) ( ) ( )( ),z t x t y t= 为系统(2)的任意解。当 0 0t t≥ ≥ 时，通过点 

( ){ }2
0 , : 0, 0z R x y x y+∈ = ≥ ≥ 的正向轨道定义为 

( ) ( ) ( ){ }2
0 0 0 0 0, : , ,O z t z R z z t t t z t z+

+= ∈ = ≥ =                            (3) 

定义 2.1 (见[25])：如果存在一个正整数 1k ≥ 使得 k 是满足 0 kx x= 的最小正整数，那么系统(3)的轨线

( )0 0,O z t+ 被称为阶-k 周期。 
下一步是构造 Poincaré 映射。为了讨论系统(3)的动力学行为，首先考虑它的向量场。定义 

( ) ( ){ }, 1 , 0N x y x h yα= = − ≥ 为相集和 ( ){ }, , 0M x y x h y= = ≥ 为脉冲集，假设 ( )1 1 1h h
m

α< − < < ，选取相

集 N 和脉冲集 M 作为 Poincaré 截面，那么垂直等倾线 ( )( )1 1y x mx= − − 与相集 N 和脉冲集 M 分别相交于点

( ) ( )( ) ( )( )( )1 , 1 1 1 1A h h mhα α α− − − − − 和点 ( )( )( ), 1 1B h h mh− − ，与直线 0y = 相交于点 ( )( )1 ,0C hα− 与点

( ),0D h 。令 ( ) ( ) ( )( ){ }, 1 ,0 1 1x y h x h y x mxαΩ = − < < < < − − ， 1 CDΩ =Ω∪ 。显然，对任意点 ( ),x y AB
∩

∈ ，
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都有d d 0x t = ，d d 0y t < ，而当 ( ),x y ∈Ω，有 d d 0x t > 。另外，在 *x x= 处，有d d 0y t = ，在 *x x= 的左

侧，d d 0y t < ，并且在 *x x= 的右侧d d 0y t > ，对任意点 ( )0 1,0x CD∈ ⊂ Ω 作为初始点的轨线都将有 ( ) 0y t =

成立。 
首先把截面 N 作为 Poincaré 截面。假设点 ( )( )1 11 ,k kA h yα+ +

− −− 位于截面 N 上。由系统(2)的向量场性质

可知，以点 1kA+
− 为初始点的轨线与截面 M 交于点 ( ),k kA h y ，其中 ky 的值取决于 1ky+

− 的值。如果用式子

( )1k ky f y+
−= 来表示，那么在脉冲作用下点 kA 映射到截面 N 上的一点 ( ) ( )( )1 , 1k kA h yα β τ+ − + + ，可以得

到以下的 Poincaré 映射 P： 

( ) ( )11 .k ky f yβ τ+ +
−= + +                                         (4) 

接下来也介绍了另一种类型的 Poincaré映射。选取截面 M作为另一个 Poincaré截面。假设点 ( ),k kA h y

位于截面 M 上，在脉冲作用下点 ( ),k kA h y 映射到截面 N 上的一点 ( ) ( )( )1 , 1k kA h yα β τ+ − + + ，以点 kA+为

初始点的轨线与截面 M 交于点 ( )1 1,k kA h y+ + ，其中 1ky + 的值取决于 ky 以及参数 β 和τ 的值。就可以得到

另一个的 Poincaré 映射 1P ： 

( )( ) ( )1 1 , , .k k ky f y F yβ τ β τ+ = + + ≡                                    (5) 

接下来，将考虑具有脉冲效应的自治系统： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

d d, , , , , 0
d d

, , , , , 0

x yP x y Q x y x y
t t
x x y y x y x y

ϕ

α β ϕ

= = ≠

∆ = ∆ = =
                                  (6) 

其中 ( ),P x y 和 ( ),Q x y 是连续微分方程， ( ),x yϕ 是足够光滑并且梯度不等于零的函数，令 ( ) ( )( ),t tξ η 为

系统(6)的一个正 T 周期解。接下来将介绍引理 2.2。 
引理 2.2 (见[26])：如果 Floquet 乘子 µ 满足条件 1µ < ，且 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

1
exp , , d ,

n T
k

k

P Qt t t t t
x y

µ ξ η ξ η
=

  ∂ ∂
= ∆ +  ∂ ∂  
∏ ∫                        (7) 

其中： 

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

,k

P y x x y x
P x Q y

Q x y y x y
P x Q y

β φ β φ φ
φ φ

α φ α φ φ
φ φ

+

+

∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂
∆ =

∂ ∂ + ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂
+

∂ ∂ + ∂ ∂

                       (8) 

P，Q， xα∂ ∂ ， yα∂ ∂ ， xβ∂ ∂ ， yβ∂ ∂ ， xφ∂ ∂ ， yφ∂ ∂ 均表示函数在点 ( ) ( )( ),k kt tξ η 处的函数

值，且 ( ) ( )( ),k kP P t tξ η+ +
+ = 和 ( ) ( )( ),k kQ Q t tξ η+ +

+ = ， ( )kt k N∈ 代表第 k 次发生脉冲作用的时间，那么

( ) ( )( ),t tξ η 是轨道渐进稳定的。 

引理 2.3 (见[27])：设 :F R R R× → 是 2C 上的单参数族映射，并且满足下面的条件： 
1) ( )0, 0,F µ =  

2) ( )( )0,0 1,F x∂ ∂ =  

3) ( )( )2 0,0 0,F x µ∂ ∂ ∂ >  

4) ( )( )2 2 0,0 0.F x∂ ∂ <  
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则映射 F 在 0µ = 附近发生跨临界分岔，对所有的 µ 来说，第一个分支为 ( )1 0x µ = 。第二个分叉分

支 ( )2x µ 的值随着 µ 的增加而由负变正。当 0µ > 时，第一个分支的不动点是稳定的；当 0µ < 时，它是

不稳定的，而分叉分支具有相反的稳定性。 

3. 数学推导与分析 

下面将分成 0τ = 和 0τ > 来讨论系统周期解的情况。首先，讨论了在 0τ = 情况下半平凡周期解的存

在性和稳定性，以及附近的分支行为。 

3.1. 情况 0τ =  

很容易看出当且仅当 0τ = 时系统(2)的半平凡周期解存在。因此，可以通过令 0τ = 来开始研究。 
定理 3.1：系统(2)存在周期为 T 的半平凡周期解，其中 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )1ln 1 1 1 1 1 1 1 1 .
mm mT h mh h m h mα α α−= − − − − − − − −  

证明：当 0τ = ，系统(2)变为如下形式： 

( )( )d 1 1
d
d
d

x x x mx xy
t x h
y exy dy
t
x x

x h
y y

α
β

 = − − −  ≠
 = − 
∆ = − 

=∆ = 

                                (9) 

令 ( ) 0y t = 对于任意的 [ )0,t∈ ∞ ；则从系统(9)变为(10)， 

( )( )d 1 1 ,
d

,

x x x mx x h
t
x x x hα

 = − − ≠

∆ = − =

                                  (10) 

令 ( ) ( )0 0 1x x hα= = − ，系统(10)的解为 ( ) ( )x t I t= ，其中 ( )I t 是方程 

( )( )
( ) ( )( )

( )( )1

1
exp 1

1

m

m

mI t
c m t nT

I t I t−

−
= − −  −

的解。 

令
( )( )( ) ( )
( ) ( )( )

11 1 1 1 1ln
11 1 1

m m

m

h mh
T

mh m h

α α

α

− − − − −
 =
  −− − − 

，则 ( ) ( ) ( ), 1x T h x T hα+= = − ，因此，系统(9)有如下

的半平凡周期解： 

( ) ( )
( )

,
0

x t I t

y t

=


=
                                       (11) 

其中 ( )( , 1t nT n T∈ + ， n N∈ ，把半平凡周期解记为 ( )( ),0tξ 。 

现在讨论这个半平凡周期解的稳定性，利用引理 2.2，可以得到关于系统(9)半平凡周期解的存在性和

稳定性。 
定理 3.2：半平凡周期解(11)称为轨道渐近稳定的，如果它满足 

( ) 1
20 1 1d Mβ −< < − ∂ −                                    (12) 

且 
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( ) ( )
1 1

2
1 1 .

1 1 1 1

d e e dm
m mh mhM

h m hα

− −
− −   − −

=       − − − ∂ −   
 

证明：令 

( ) ( )( ), 1 1P x y x x mx xy= − − − ， ( ), ,Q x y exy dy= −  

( ),x y xα = −∂ ， ( ),x y yβ β= ， ( ), ,x y x hφ = −  

( ) ( )( ) ( ), ,0T T hξ η = ， ( ) ( )( ) ( )( ), 1 ,0 .T T hξ η α+ + = −  

借助于引理 2.2，通过计算得到 

( )23 2 2 1P mx m x y
x

∂
= − + + − −

∂
，

Q ex d
y

∂
= −

∂
 

x
α

α
∂

= −
∂

， 0
y
α∂
=

∂
， 0

x
β∂
=

∂
，

x
β

β
∂

=
∂

， 1
x
φ∂
=

∂
， 0

y
φ∂
=

∂
 

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

1

1 , 1 1 1 11
1 1

1 1,

P y x x y x Q x y y x y
P x Q y P x Q y

P T T h m hP
P h mhP T T

β φ β φ φ α φ α φ φ
φ φ φ φ

β ξ η α αβ
β α

ξ η

+ +

+ ++

∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂
∆ = +

∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂

+ − − − −+
= = = + −

− −

 (13) 

此外有， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )

0

2
0

1
1

exp , , d

exp 3 2 2 1 d

1

T

T

d

P Qt t t t t
x y

mx m e x d t

M

ξ η ξ η

α − −

  ∂ ∂
+  ∂ ∂  

 = − + + + − −  

= −

∫

∫ ，                        (14) 

其中 

( ) ( )1
1 1 ,

1 1 1 1
h mhM

h m h

λ γ

α α
   − −

=       − − − −   
 

1
1

m d e
m

λ
+ − −

=
−

，
1.

1
e dm m

m
γ − + −
=

−
 

因此，得到 Floquet 乘子 µ 如下所示： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

( )( )

0
1

1
1

2

exp , , d ,

1 1 1 1
1 1 1

1 1

1 1

n T
k

k

d

d

P Qt t t t t
x y

h m h
M

h mh

M

µ ξ η ξ η

α α
β α α

β α

=

− −

−

  ∂ ∂
= ∆ +  ∂ ∂  

− − − −
= + − −

− −

= + −

∏ ∫

                     (15) 

其中 

( ) ( )
1 1

2
1 1 .

1 1 1 1

d e e dm
m mh mhM

h m hα α

− −
− −   − −

=       − − − −   
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因此，当且仅当(12)成立时，有 1µ < 成立。证毕。 

注 3.3：令 ( )* 1
21 1d Mβ α −= − − ，当 *β β= 时，有 1µ = ，此时系统可能会发生分岔。因此，当 *β β>

时，系统(2)可能会出现一个正周期解。因此，接下来讨论系统的分支情况。 
首先，在 0τ = 时，考 Poincaré 映射(4)，令 ku y+= 且 0u ≥ ，u 是一个充分小的非负数。这个映射就可

以写成如下形式 

( ) ( ) ( )1 , ,u f u Z uβ β+ ≡�                                   (16) 

其中，函数 ( ),Z u β 是依赖于 u 和 β 的连续可微函数，且 ( )0 0f = ，则 ( ) ( )0
lim 0 0

u
f u f+→

= = 。 

其次，为了讨论映射(16)的分岔,利用引理 2.3，得到以下定理。 
定理 3.4：当 *β β= ， 0τ = ， *h x< 时，系统(2)发生跨临界分支，当参数 β 由 *β β< 变化到 *β β=

时，系统出现了一个正不动点。相应的，当 ( )* *,β β β δ∈ + 时，系统(9)有一个稳定的正周期解，其中 0δ > 。 

证明：首先，需要计算出在 0u = 处， ( )f u′ 和 ( )f u′′ 的值，其中 00 u u≤ ≤ ， 

( )( ) ( )( )0 1 1 1 1u h m hα α= − − − − 。 

令 

( )
( )

2

1

,d
d ,

F x yy
x F x y
=                                        (17) 

其中： 

( ) ( )( )1 , 1 1F x y x x mx xy= − − −                                 (18) 

( )2 , .F x y exy dy= −  

令 ( )( )0 0, ; ,x y x x y 为系统(17)的任意一条轨线，且 ( )0 1x hα= − ， 0y u= ， 00 u u≤ ≤ ，则有 

( )( ) ( ); 1 , ,y x h u y x uα− ≡ ， ( )1 h x hα− ≤ ≤ ， 00 u u≤ ≤                     (19) 

由表达式(19)，可得 

( ) ( )( )
( )( )( )

2

1 1

, ,,
exp d

, ,

x

h

F v y v uy x u
v

u y F v y v uα−

  ∂ ∂
 =   ∂ ∂   
∫                             (20) 

和 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( )
( )

2 2
2

2 2
1 1

, ,, , ,
d .

, ,

x

h

F v y v uy x u y x u y v u
v

u uu y F v y v uα−

 ∂ ∂ ∂∂
=   ∂ ∂∂ ∂  

∫                      (21) 

显然，可以推断出
( ),

0
y x u

u
∂

>
∂

，且 

( ) ( ) ( )( )
( )( )( )

( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )

2

1 1

2

1 1

1 1

, ,,0
0 exp d .

, ,

exp d exp d
1 1 1 1 1 1

1 11
1 1 1 1

h

h

h h

h h

d e e dm
m md

F v y v oy h
f v

u y F v y v o

ev d d e d me dmv v
v v mv v m v m mv

h mh
h m h

α

α α

α
β α

−

− −

− −
− −

−

  ∂ ∂′  = =   ∂ ∂   
    − − −

= = + +     − − − − − −       

   − −
= −       − − − −   

∫

∫ ∫

( ) 21 d Mα −= −

        (22) 
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因此，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )
( )1

,0
0 0 d ,

h

h

y v
f f l v v

uα−

∂
′′ ′=

∂∫  

其中： 

( )
( )( )
( )( )

( )
( ) ( )

2
2

2 2 2
1

, ,0 2
, ,0 1 1

F v y v ev d
l v

y F v y v v v mv

  −∂
= =  ∂ − − 

， ( )1 , .v h hα∈ −    

由假设可知，在区域Ω 上有 0dy < 。因此， 
0ev d− <  

可以确定 

( ) 0l v < ， ( )1 ,v h hα∈ −    

由此可得， 

( )0 0f ′′ <                                          (23) 

接下来，验证上述条件是否满足引理 2.3。 
1) 很容易去证实 

( )0, 0Z β= = ， ( )0, ,β ∈ ∞                                  (24) 

2) 运用表达式(22)， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 2

0,
1 0 1 1 dZ

f M
u
β

β β α −∂
′= + = + −

∂
                          (25) 

进而得到 

( )*0,
1,

Z

u

β∂
=

∂
 

这表明了 ( )*0,β 为对应于映射(16)的特征值 1 的不动点。 

3) 如果(22)成立 

( )
( )

2 *0,
0 0.

Z
f

u

β

β

∂
′= >

∂ ∂
                                   (26) 

4) 最后，不等式(23)表明 

( )
( ) ( )

2 *

2

0,
1 0 0.

Z
f

u

β
β

∂
′′= + <

∂
                                (27) 

显然，上述所有条件都满足引理 2.3 的要求，因此定理 3.4 成立。 

3.2. 情况 0τ >  

当 0τ > 时，讨论了周期解的存在性和稳定性。根据系统(2)矢量场的性质，当 *x h> 时，从 ( )0 0,x y 出

发的轨线可能与脉冲集 M 相交无限次，且 ( ) 01 h x hα− < < ， ( )( ) ( )( )00 1 1 1 1y h m hα α< < − − − − 。 

当 ( ) *1 h x hα− < ≤ 时，从 ( )0 0,x y 出发的轨线可能与脉冲集 M 相交有限次，并且最终趋向于平衡点 *E ，

其中， 00 x h< < 。因此，接下来分为两种情况进行讨论：(A)： *x h> ，(B)： ( ) *1 h x hα− < ≤ 。 
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3.2.1. 情况(A) x h∗ >  
定理 3.5：当 *h x< 时，存在一个 0 0τ > ， 0 0β > ，使得 

( ) ( )( ) ( )( )0 0 01 1 1 1 1 .u h m hβ τ α α+ + ≤ − − − −  

此时，系统(2)存在一个正的阶-1 周期解。其中， 

( )( ) ( )( )( )0 1 1 1 1 .u f h m hα α= − − − −  

证明：取相集 N 上的一点 ( )( )1 1 ,W hα ε− ，且ε 是一个充分小的整的常数。从初始点 1W 出发的轨线与脉

冲集 M 相交于点 ( )1 1,V h ε 。在脉冲集 M 上，轨线受到脉冲作用的影响，与相集 N 相交于点

( ) ( )( )2 11 , 1W hα β ε τ− + + 。而以 2W 为初始点的轨线与脉冲集 M 相交于点 ( )2 2,V h ε 。如果ε 是充分小的，那

么 ( ) 11 β ε τ ε+ + > ，则点 2W 位于 1W 的上方，也就是说 2 1ε ε> 。由映射(5)可知 ( )2 1, ,Fε β τ ε= ，进而得到 

( )1 1 1 2, , 0Fε β τ ε ε ε− = − <                                   (28) 

垂直等斜线 ( )( )1 1y x mx= − − 与相集 N 交于点 ( ) ( )( ) ( )( )( )1 , 1 1 1 1A h h mhα α α− − − − − ，以 A 为初始

点的轨线与 M 交于点 ( )0,U h u ，则 ( )( ) ( )( )( )0 1 1 1 1u f h mhα α= − − − − ，经过脉冲作用跳跃到相集 N 上的

点 ( ) ( )( )01 , 1U h uα β τ+ − + + 处。经过分析，存在一个 0 0τ > ， 0 0β > 使得 

( ) ( )( ) ( )( )0 0 01 1 1 1 1u h m hβ τ α α+ + ≤ − − − − 。此时点 +U 重合于点 A，系统(2)存在一个正的阶-1 周期解。 

当 ( ) ( )( ) ( )( )0 0 01 1 1 1 1u h m hβ τ α α+ + > − − − − ，点U +位于 A 之上。由轨线的不相交性可知，经过点

+U 的轨线最终将趋于 0E ，则系统不存在周期解。当 ( ) ( )( ) ( )( )0 0 01 1 1 1 1u h m hβ τ α α+ + ≤ − − − − 时，点U +

位于点 A 的下方。由轨线的不相交性可知，从初始点U +出发的轨线与脉冲集 M 交与点 ( )1 1,U h u ，并且

点 ( )1 1,U h u 位于点 U 的下方。即 1 0u u< ，则 

( )0 0 0 1, , 0.u F u u uβ τ− = − >                                  (29) 

由不等式(28)和(29)可知，映射(5)有一个不动点，即系统(2)存在一个正的阶-1 周期解。 

定理3.6：当 *h x< 时，设 ( ) ( )( ),t tξ η 为系统(2)的一个正阶-1周期解，并且该周期解的初始值为 ( ),h ω ，

其中 ( )( )1 1h mhω < − − 。如果条件 

( )( ) ( )( )0
1 1 exp d 1

T
t tµ β α ψ= + − Γ <∫                              (30) 

成立，其中 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

1 1 1 1 1
,

1 1
h m h

h mh
α α β ω τ

ω
− − − − − + +

Γ =
− − −

                        (31) 

那么 ( ) ( )( ),t tξ η 为系统(2)的一个正阶-1 周期解，并且该周期解是轨道渐近稳定的，具有渐近相位性

质。 
证明：基于定理 3.5 的结论，只需证明系统(2)的正阶-1 周期解 ( ) ( )( ),t tξ η 的稳定性。在下面的讨论

中，假设以周期 T 为周期的周期解过点 ( ) ( )( )1 , 1W hα β ω τ+ − + + 和点 ( ),W h ω ，其中由于系统(2)的向量

场的性质而 1ω ε< 成立。由于不知道周期 T 的表达形式，所以用引理 2.2 讨论这个正周期解的稳定性。这

种定理的证明与定理 3.1 的区别在于 

( ) ( )( ) ( ), ,T T hξ η ω= ， ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), 1 , 1T T hξ η α β ω τ+ + = − + +                   (32) 
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而其它的则是一样的，因此 

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

1

P y x x y x
P x Q y

Q x y y x y
P x Q y

β φ β φ φ
φ φ

α φ α φ φ
φ φ

+

+

∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂
∆ =

∂ ∂ + ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂
+

∂ ∂ + ∂ ∂

                      (33) 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )( )
( )( )

1 ,1
,

1 1 1 1 1
1 1

1 1

1 1

P T TP
P P T T

h m h

h mh

β ξ ηβ
ξ η

α α β ω τ
β α

ω

β α

+ ++ ++
= =

 − − − − − + − = + −
− − −

= + − Γ

                  (34) 

令 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,P Qt t t t t
x y

ψ ξ η ξ η
∂ ∂

= +
∂ ∂

；则 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
1 0

0

exp , , d

1 1 exp d

T

T

P Qt t t t t
x y

t t

µ ξ η ξ η

β α ψ

  ∂ ∂
= ∆ +  ∂ ∂  

= + − Γ

∫

∫
                      (35) 

若 1µ < ，即当 

( )( ) ( )( )0
1 1 exp d 1

T
t tβ α ψ+ − Γ <∫                                (36) 

成立时，这个周期解是稳定的。 
注 3.7：由此可知，如果存在一个 0β β′ > ，使得当 β β ′= 时有 1µ = ，那么系统会发生褶皱分岔。如

果发生褶皱分岔，则当 0β β′ > 时系统(2)存在一个稳定的正阶-2 周期解，且随着 β 的增加，系统(2)的阶-2
周期解也可能失去稳定性。 

3.2.2. 情况(B) ( )h x h1 α ∗− < <  
定理 3.8：存在一个 ( )0 f hτ > ，使得当 ( ) ( )( ) ( )( )0 0 01 1 1 1 1u h m hβ τ α α+ + ≤ − − − − 时，系统(2)存在

一个正阶-1 或者阶-2 周期解，并且该周期解是轨道渐近稳定的。另外，系统不存在阶 k ( 3k ≥ )周期解。 
证明：假设一条轨线与脉冲集 M 相切于点 ( )3,F h y 与相集 N 分别交于点 ( )( )1 11 ,G h yα− 和点 

( )( )1 21 ,G h yα− ，其中 ( )( )3 1 1y h mh< − − 且 ( )( ) ( )( )2 11 1 1 1y h m h yα α< − − − − < 。根据轨道的不相交性，

对任意属于线段 1 2G G 上的点 ( )( )3 1 ,G h yα− ，其中 ( )1 2,y y y∈ ，系统(2)通过点 3G 的轨线随着时间的增加

而不会与脉冲集相交，最终趋于稳定的内平衡点 ( )* * *,E x y 。也就是说，从脉冲集 M 上的点 3G 出发的轨

线最终会到达 *E 。很明显，此时系统(2)没有周期解。因此，由于脉冲作用使系统轨线和脉冲集 M 相交

无限次的充分条件是 1yτ > ，其中 1y 与阈值 h 有关的。 

根据定理 3.5 可知，系统存在阶-1 周期解的充分条件为 ( ) ( )( ) ( )( )0 0 01 1 1 1 1u h m hβ τ α α+ + ≤ − − − − ，

假设τ 的取值满足条件，另取任意两点 ( ),i iS h s 和 ( ),j jR h r ，使得 ( )( )0 1 1i iS R h mh< < < − − 。可知这两

点经过脉冲作用与相集 N 的交点为 ( ) ( )( )1 , 1i iS h sα β τ+ − + + 和 ( ) ( )( )1 , 1j jR h rα β τ+ − + + 均位于点

( )( )11 ,G h yα− 的上方，然后从系统的向量场和轨道的不相交性出发，我们可以看到 iS 与 jR 的后继点
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( )1 1,i iS h y+ + 和 ( )1 1,j jR h y+ + 的关系为 

1 1i jS R+ +> 。                                       (37) 

对任意的 ( )( )( )0 1 1y h mh∈ − − ，根据 Poincar 映射(5)可知 ( )1 0, ,y F yβ τ= ， ( )2 1, ,y F yβ τ= 和 

( )1 , ,n ny F yβ τ+ = ，此时，该系统(2)的周期解的存在情况如下： 
1) 若 0 1y y= ，系统(2)存在一个正阶-1 周期解； 
2) 若 0 1y y≠ ，在不失一般性的情况下，假设 1 0y y< 。因此，若 0 2y y= ，系统(2)存在一个正阶-2 周期解； 
3) 若 0 1 2 1ky y y y −≠ ≠ ≠ ≠� ( )3k ≥ 且 0 ky y= ，则系统(2)存在一个正阶-k 周期解。实际上，这是不可

能的，下面我们分两种情况来证明。 
① 1 0y y<  
从(37)中也可以看出， 0y ， 1y 和 2y 之间只有两种位置关系： 2 0 1y y y> > 和 0 2 1y y y> > 。 
1) 2 0 1y y y> >  
如果 2 0 1y y y> > 成立，那么我们可以得到 2 1 3y y y> > ，并且 2 0 1 3y y y y> > > 也是成立的。进一步由(37)

可知 4 1 3y y y> > ，即 4 2 0 1 3y y y y y> > > > 。通过归纳可知 

( )( )1 3 1 0 2 4 20 1 1k ky y y y y y y h mh+< < < < < < < < < < < < − −� � � �                 (38) 

与 1)类似有 
2) 0 2 1y y y> >  

由(37)，可知 

( )( )1 3 2 1 2 4 2 00 1 1k ky y y y y y y h mh+< < < < < < < < < < < − −� � �                  (39) 

② 0 1y y<  
从(37)中也可以看出， 0y ， 1y 和 2y 之间只有两种位置关系： 1 0 2y y y> > 和 1 2 0y y y> > 。 
1) 1 0 2y y y> >  
若 1 0 2y y y> > ，我们可知 3 1 2y y y> > ，进而得出 3 1 0 2y y y y> > > 。由 (37) 1 2 4y y y> > 可知，

5 3 1 0 2y y y y y> > > > 。以此类推，可知 

( )( )2 4 2 0 1 3 2 10 1 1k ky y y y y y y h mh+< < < < < < < < < < < < − −� � � �                (40) 

与 1)类似有 
2) 1 2 0y y y> >  

由(37)，可知 

( )( )0 2 4 2 2 1 5 3 10 1 1k ky y y y y y y y h mh+< < < < < < < < < < < < − −� � �                 (41) 

如果系统(2)存在阶-k ( )3k ≥ 周期解，则 0 1 2 1ky y y y −≠ ≠ ≠ ≠� ， 0 ky y= ，这与(38)-(41)是矛盾的。因

此，在系统（2）中没有阶 k ( )3k ≥ 周期解。事实上，存在稳定的阶-1 或者阶-2 周期解。由(39)可知

*
2 1lim kt

y y+→∞
= 且 2lim kt

y y+

→∞
= ，其中 ( )( )*0 1 1y y h mh+< < < − − 。因此 ( )* ,y f yβ += 且 ( )*,y f yβ+ = 。所以

系统(2)在 2 0 1y y y> > 的情况下存在一个稳定的阶-2 周期解。类似的，可以得到系统(2)在 1 2 0y y y> > 与

0 2 1y y y> > 的情况下存在一个稳定的阶-1 周期解，并且在 1 0 2y y y> > 的情况下有一个稳定的阶-2 周期解。 

由此可知，在 ( ) *1 h x hα− < < 这种情况下，系统(2)只存在稳定的阶-1 周期解和阶-2 周期解。 

4. 数值模拟 

假设参数值是 2m = ， 0.2b = ， 0.844e = ， 0.7d = ，并且可以得到
1 1d
m e
< < 。此时系统(2)有一个 
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内平衡点 ( )* * *,E x y= ，其中 * 0.8293839x = ， * 0.11239639y = 且有
2

2

2 0.26335886 0md med ed
e

− + +
= − < ，

则平衡点 ( )* * *,E x y= 是稳定的结点。由定理 3.1 可知，当 0τ = 时，系统(2)存在一个半平凡周期解，并且

当定理 3.3 的条件成立时，这个半平凡周期解是稳定的。从注 3.3，可以看出在 0.1α = ， 0.825h = 时，可

以计算出 * 0.034005226β = 。令 0.02β = ，则半平凡周期解是渐近稳定的。以 ( )0.6,0.01 为初始值的解随

着时间的增加将会趋向于半平凡周期解，如图 1(a)所示。令 0.05β = ，则由图 1(b)可知半平凡周期解是不

稳定的。 
由定理 3.4 中可知，当 0τ = ， *β β= 时，系统发生跨临界分岔，半平凡周期解通过跨临界分岔产生

稳定的阶-1 周期解。已知 * 0.034005226β = ，保持初始点 ( )0.6,0.01 不变，令 0.13β = ，然后系统(2)通过

跨临界分岔产生稳定的阶-1 周期解，如图 2 所示。 
由定理 3.5 中可知，当 0τ > 时，系统不存在半平凡周期解，当 h 满足 *h x< 且定理 3.4 的条件成

立时，系统(2)有一个正阶-1 周期解，如图 3(a)，当定理 3.6 的条件满足时，周期解是轨道渐近稳定的，

如图 3(b)。 
从注 3.7 中可以看出，当 0τ > 和 *h x< 时，系统可能有关于参数 β 的褶皱分支，增大参数 β 的值， 

 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 1. Trajectories with the initial point (0.6, 0.01) of system (2) with α = 0.1, h = 0.825, (a) β = 0.02, (b) β = 0.05 
图 1. 当 α = 0.1，h = 0.825 时，系统(2)以(0.6, 0.01)为初始点的轨线，(a) β = 0.02，(b) β = 0.05 
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 2. When τ = 0, (a) The existence of positive order-1 periodic solution, (b) The stability of positive order-1 periodic 
solution, where α = 0.1, h = 0.825, β = 0.13 
图 2. 当 τ = 0时，(a) 系统(2)正的阶-1周期解的存在性，(b) 系统(2)正的阶-1周期解的稳定性，其中 α = 0.1，h = 0.825，
β = 0.13 

https://doi.org/10.12677/aam.2018.77109


马凯丽 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2018.77109 930 应用数学进展 
 

令 0.81β = ，保持其它参数的取值不变，可以看出系统出现了一个正阶-2 周期解，且该周期解是稳定的，

如图 4。当参数 β 的取值持续增大时，发生了一个倍周期分岔。令 0.945β = ，可以观察到系统产生了一

个阶-4 周期解，从它的 x 的时序图中可以看出该周期解是稳定的，如图 5 所示。由定理 3.8 可知，当 0τ >
且 ( )* 1h x hα> > − 时，当定理 3.8 的条件成立时，系统(2)仅存在稳定的阶-1 周期解(如图 6(a)，图 6(b))
和阶-2 周期解(如图 6(c)，图 6(d))。分别展示了系统(2)的稳定的阶-1 周期解和阶-2 周期解及其相对应的 x
的时序图。由时序图可以看到周期解是轨道渐近稳定的。 

5. 结论 

本论文主要构建了一类具有 Allee 效应与状态控制的捕食-食饵动力系统，研究了半平凡周期解的存

在性和稳定性，阶-1 周期解、阶-2 周期解和阶-k 周期解的存在性和稳定性，以及唯一性和周期性，得到

了半平凡周期解和正阶-1 周期解存在和稳定的充分条件。从数值模拟可以看出，如果把 β 作为系统动力 
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 3. When τ > 0 and h < x*, (a) The existence of positive order-1 periodic solution, (b) The stability of positive order-1 
periodic solution, where α = 0.1, h = 0.82, β = 0.11, τ = 0.001 
图 3. 当 τ > 0 且 h < x*时，(a) 系统(2)正的阶-1 周期解的存在性，(b) 系统(2)正的阶-1 周期解的稳定性，其中 α = 0.1，
h = 0.82，β = 0.11，τ = 0.001 
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 4. When τ > 0 and h < x*, (a) The existence of positive order-2 periodic solution, (b) The stability of positive order-2 
periodic solution, where α = 0.1, h = 0.82, β = 0.81, τ = 0.001 
图 4. 当 τ > 0 且 h < x*时，(a) 系统(2)正的阶-2 周期解的存在性，(b) 系统(2)正的阶-2 周期解的稳定性，其中 α = 0.1，
h = 0.82，β = 0.81，τ = 0.001 
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(a)                                                     (b) 

Figure 5. When τ > 0 and h < x*, (a) The existence of positive order-4 periodic solution, (b) The time-series of x, where α = 
0.1, h = 0.82, β = 0.945, τ = 0.001 
图 5. 当 τ > 0 且 h < x*时，(a) 系统(2)正阶 4 周期解的存在性，(b) x 的时序图，其中 α = 0.1，h = 0.82，β = 0.945，τ = 
0.001 
 

 
(a)                                                     (b) 

 
(c)                                                     (d) 

Figure 6. When τ > 0, h > x* > (1 − α)h, (a) The existence of positive order-1 periodic solution; (b) The time-series of x; (c) 
The existence of positive order-2 periodic solution; (d) The time-series of x, where α = 0.1, h = 0.84, , τ = 0.001, (a)-(b) β = 
0.105; (c)-(d) β = 0.8 
图 6. 当 τ > 0 且 h > x* > (1 − α)h 时，(a) 系统(2)正阶-1 周期解的存在性，(b) x 的时序图，(c) 系统(2)正阶-2 周期解

的存在性，(d) x 的时序图，其中 α = 0.1，h = 0.84，τ = 0.001，(a)-(b) β = 0.105；(c)-(d) β = 0.8 
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学分析的关键因素，当 *x h> 时，随着 β 的增加，系统中的阶-1 周期解逐渐变为正阶-2 周期解和正阶-k
周期解；当 ( ) *1 h x hα− < < 时，系统中存在正阶-1 阶周期解和阶-2 周期解。总体来说，模拟结果验证了

理论推导结果的有效性。 
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