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Abstract 
The characteristic difference method based on quadratic Lagrange interpolation is used to solve 
the convection dominated diffusion problem, but there will be a larger numerical oscillation and 
not conservative. Combining the operator splitting, non-oscillatory and mass correction methods, 
the non-oscillation conservative characteristic difference methods are proposed to solve the con-
vection diffusion equations. Firstly, the partial differential equations in two dimensions are splitting 
into two one-dimensional partial differential equations along the x-direction and the y-direction, 
respectively. Secondly, the second-order essentially non-oscillation and MMOCAA schemes are 
presented to compute the equations. By the numerical results, it shows that the scheme not only 
meets non-oscillatory and mass conservation, but also effectively solves the convection-dominant 
diffusion problems. 
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摘  要 

当求解对流占优扩散问题时，采用传统的二次拉格朗日插值的特征差分法，会出现数值振荡，且不满足

质量守恒。结合算子分裂，本质非震荡和MMOCAA质量校正，提出了求解对流扩散方程的非震荡的守恒

特征差分法。首先采用局部一维(LOD)法把一个二维偏微分方程分裂成x方向和y方向的两个一维的偏微

分方程组；其次在每个方向上利用二阶本质非振荡和MMOCAA格式进行数值计算。数值实验验证格式满

足非震荡和质量守恒，能够有效地解决大型对流占优扩散问题。 
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1. 引言 

对流扩散方程[1] [2] [3]是一种常见的用来描述海洋、大气等环境和化学中传热、质量输运的等运动

现象。众所周知，对流占优导致对流扩散方程呈双曲特性，采用标准有限差分法会导致数值震荡和数值

弥散。为有效抑制数值震荡和数值弥散现象，国内外学者提出了求解对流扩散方程的迎风[4] [5] [6]和特

征格式。Douglas [2]利用二次 Lagrange 线性插值和差分法，提出了二阶修正特征线法(MMOC)法，并给

出了收敛性分析。为改进二次 Lagrange 插值带来的数值震荡，陆金甫[7]、由同顺[8]和张鲁明[9]等人分

别对特征差分法进行了修正和改进。由于 MMOC 特征差分不守恒，Douglas [10]提出了修正对流的质量

守恒的 MMOCAA 差分格式，芮红兴[11]提出了质量守恒的特征有限元格式，梁栋[12]提出了守恒的高精

度质量守恒的特征差分法。 
考虑到实际研究问题的规模大，计算时间长和计算存储量大的问题，算子分裂和区域分解算法[13] 

[14]被广泛应用到求解抛物型问题中。算子分裂把一个高维问题分解成多个一维问题，进而可以把一个十

分复杂且包含多个变量的方程转化为包含一个或者较少的自变量的多个方程组。柳忠伟[15]结合 LOD 算

子分裂、特征差分法和二阶本质非振荡法求解对流方程，但此算法不满足质量守恒。 
结合算子分裂，二阶本质非震荡和质量校正法，本文提出了求解对流扩散方程的守恒特征法。在

每个时间步，算法分三步，第一步，利用 LOD 算子分裂将方程分解成沿 x 方向和 y 方向的两个一维的偏

微分方程组。第二步，在每个方向上，结合二阶本质非振荡和特征差分法，构造特征差分法。第三步，

引入保守的 MMOCAA 格式，提出本质非振荡守恒特征差分格式。最后，通过数值实验验证格式质量守

恒。 

2. 模型 

2.1. 对流扩散方程 

对于伴有物质输运、气溶胶运动和分子扩散的物理过程以及粘性流体的流动等流体运动现象，都可

用如下的数学模型表述。 
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( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]
( ) ( )0 0

, , , 0, ,

, , 0, , , 0, ,

, , , .

c c D c f x y t T
t

c x y t x y t T

c x y c x y

∂ +∇ − ∇ = ∈Ω ∈∂ = ∈∂Ω ∈
 = ∈Ω


u

                      (2.1) 

其中有限区域 ( ), ,c c x y t= 是流体的浓度， ∂Ω为区域的边界，其中 D， u分别表示扩散系数和速度场，

不失一般性，假设它们均是常数，即 ( ) ( )1 2 1 2, , ,u u D D D= =u 。 

2.2. LOD 算子分裂 

局部一维格式 
利用 LOD 算子分裂，将对流扩散方程分别沿 x 方向和 y 方向进行分解，得到如下的方程组： 

1 1

2 2 0

c cu c D f
t x x
c cu c D
t y y

∂ ∂ ∂ + − =  ∂ ∂ ∂ 


 ∂ ∂ ∂ + − =  ∂ ∂ ∂ 

                               (2.2) 

分裂后的两个一维偏微分方程，若利用时间一阶格式和空间二阶修正迎风格式离散，截断误差可以

达到 ( )2O h t+ ∆ ，且每个方向的方程可用追赶法求解。考虑到二阶修正迎风格式尽管可避免数值震荡，但

在一定程度上带来了数值弥散，尤其在高对流占优扩散问题时，弥散现象变得更加明显。接下来，将结

合特征差分和二阶本质非震荡法，解决对流扩散问题。 

3. 算法 

为了有效解决对流占优问题，第一步，分别对每个方向的方程采用特征线法处理，构造本质非振荡

特征差分格式；第二步，加入质量校正项，引入保守的 MMOCAA 格式，得到校正后的本质非振荡守恒

特征差分格式，并表示为矩阵形式；第三步，对于方程右端的未知项用本质非振荡插值求解，使其转化

为已知项；第四步，利用追赶法[16]求解对角占优的三对角矩阵。 

3.1. 特征线法 

Step 1：沿 x 方向 

1 1 ,c cu c D f
t x x
∂ ∂ ∂ + − = ∂ ∂ ∂ 

                              (3.1) 

采用特征线法 

1

cos cos .c c c
t x

α β
τ
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

                              (3.2) 

1τ 为 x 方向特征线， β 和α 分别为特征线与 x 和 t 方向的夹角，则 

2
1

1
2
1

1cos
1

cos
1

u
u

u

α

β

 =
+


 =
 +

 

代入(3.2)得 
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1
2 2

11 1

1 .
1 1

c c u c
t xu u τ
∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂+ +

 

方程两边同乘 2
11 u+ ，代入(3.2)式，得 

2
2
1 1 2

1

1 ,c cu D f
xτ

∂ ∂
+ − =

∂ ∂
 

离散上式，得 
1 1 1 1

12 2 2 2
+1 1,

1 2

2
.

n n n nn
ij ij i j ij i j

ij

C C C C C
D f

t h

− − − −−
−− − +

− =
∆

，                        (3.3) 

{ }ijC 表示{ }ijc 的数值解，{ }ijC 将在后面给出。 
Step 2：沿 y 方向 

2 2 0,c cu c D
t y y

 ∂ ∂ ∂
+ − = ∂ ∂ ∂ 

 

令 

2

cos cos ,c c c
t y

φ ϕ
τ
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

 

其中 2τ 是 y 方向的特征线，ϕ ，φ 分别为特征线与 y，t 方向夹角，离散化，得 
1
2

, 1 , 1
2 2

2
0,

nn n n n
ij ij i j ij i jC C C C C

D
t h

−

+ −− − +
− =

∆
 

其中，{ }ijC 表示{ }ijc 的数值解，{ }1n
ijC − 将在后面给出。而此时数值格式质量不守恒。 

为解决格式质量不守恒问题，结合 MMOCAA 格式，现提出守恒的特征差分格式。 
(1-a) 沿 x 方向，令 

( )1 1 1
1 1 1, , .n n

ij ij i i i
u tC I C x x x u t

h
λ− −

−
∆

= = − = ∆  

不失一般性，我们假定 ( )2t O h∆ = ，即点 ix 落在 1ix − 和 1ix + 之间。 
(1-b) 引入三个质量通量： 1nt t −= 时的初始质量通量 

1 1 2
1 1 .N Nn n

iji jR C h− −
= =

= ∑ ∑  

中间质量通量 
1 1 2

1 1 .N Nn n
iji jR C h− −

= =
= ∑ ∑  

改进的质量通量 
1 1 2

1 1 .N Nn n
iji jR C h− −

= =
= ∑ ∑   

其中， 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1 1 1
1 11

1 1 1 1
1 1

max , , ,

min , , ,

n n n n
ij i ij in

ij n n n n
ij i ij i

I C x I C x R R
C

I C x I C x R R

− + − − − −

−

− + − − − −

 >= 
≤

 



 
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1i ix x δ+ = + ， 1i ix x δ− = − ， ( )2
1 1 1ru tδ = ∆ ， 1

1 2

D tr
h
∆

= 且 10 2r< < 。 

(1-c) 质量扰动参数 1θ 的确定 
如果 1 1 1n n nR R R− − −= ≠ ，在这个时间步长内，误差是允许接收的。当 1 1n nR R− −≠  时， 1θ 被确定为 

( )1 1 1
1 11 .n n nR R Rθ θ− − −= + −   

(1-d) 定义{ }1ˆ n
ijC −  

( )1 1 1
1 1

ˆ 1 .n n n
ij ij ijC C Cθ θ− − −= + −   

它是容易验证格式沿 x 方向满足质量守恒 

(1-e) 计算
1
2

n

ijC
−  

 
  

。 

加入质量校正后，(3.3)式变成 
1 1 1 1

12 2 2 2
1, 1,

1 2

ˆ 2
.

n n n nn
ij ij i j ij i j

ij

C C C C C
D f

t h

− − − −−
+ −− − +

− =
∆

                       (3.4) 

两边同乘 t∆ ，令 1
1 2

D tr
h
∆

= 则 
1 1 1 1

12 2 2 2
1 1, 1,

ˆ 2 .
n n n nn
ij ij i j ij i j ijC C r C C C f t
− − − −−

+ −

 
− − − + = ∆  

 
 

化简得 

( )
1 1 1

12 2 2
1 1, 1 1 1,

ˆ2 1 .
n n n n
i j ij i j ij ijrC r C rC f t C
− − − −
+ −− + + − = ∆ +                       (3.5) 

1 11 1

2 21 1 1

1 11

1 1

2 1
2 1

2 1
N N

N N

c Fr r
c Fr r r

c Fr
c Fr r

− −

+ −     
    − + −     
     =
    

−     
    − +    

   

 

 

记为 
AC F=  

其中系数矩 

1 1

1 1 1

1

1 1

2 1
2 1

2 1

r r
r r r

A
r

r r

+ − 
 − + − 
 =
 

− 
 − + 

  

 

 

因为 1 1 12 1r r r+ > + ，所以系数矩阵 A 是一个严格对角占优的三对角矩阵。 
(2-a) 沿 y 方向， 

( )
1 1

22 2
2 2, ,

n n

ij ij j
u tC I C y

h
λ

− − ∆
= = −  

假定 ( )2
1 1, ,j j jt O h y y y− + ∆ = ∈ 。 
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(2-b) 质量通量。
1
2

n
t t

−
= 时的质量通量 

1 1
22 2

1 1 .
n nN N

iji jR C h
− −

= =
= ∑ ∑  

中间质量通量 
1 1

22 2
1 1 .

n nN N
iji jR C h

− −

= =
= ∑ ∑  

改进的质量通量 
1 1

22 2
1 1 .

n nN N
iji jR C h

− −

= =
= ∑ ∑   

其中， 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1
2 2 2 2

2 21
2

1 1 1 1
2 2 2 2

2 2

max , , ,

min , , ,

n n n n

ij j ij j
n

ij
n n n n

ij j ij j

I C y I C y R R

C

I C y I C y R R

− − − −+ −

−

− − − −+ −

  
>     = 

  ≤   
 

 



 

 

2j jy y η+ = + ， 2j jy y η− = − 其中， ( )2
2 2 2r u tη = ∆ 。 

(2-c) 2θ 的确定 

如果
1 1 1
2 2 2

n n n
R R R

− − −
= ≠ ，误差可以接收。 

当
1 1
2 2

n n
R R

− −
≠  时， 2θ 被确定为 

( )
1 1 1
2 2 2

2 21 .
n n n

R R Rθ θ
− − −

= + −   

(2-d) 计算{ }n
ijC 。定义

1
2ˆ n

ijC
−  

 
  

满足 

( )
1 1 1
2 2 2

2 2
ˆ 1 .

n n n

ij ij ijC C Cθ θ
− − −

= + −   

(3.4)式加入质量校正后，得 
1
2

, 1 , 1
2 2

ˆ 2
0,

nn n n n
ij ij i j ij i jC C C C C

D
t h

−

+ −− − +
− =

∆
                         (3.6) 

令 2
2 2

D tr
h
∆

= ，得 

( )
1
2

2 2 2 , 1
ˆ2 1 .

nn n n
ij ij i j ijr C r C r C C

−

−− + + − =                           (3.7) 

表示成矩阵形式，即 
BC F=  

由于 A，B 均为严格对角占优三对角矩阵，故采用追赶法求解。 

3.2. 本质非振荡插值 

本部分给出
1 1

1 1 2 2, , ,
n nn n

ij ij ij ijC C C C
− −− −  

 
  

  的计算方法。为了避免数值震荡，欲通过比较两个二阶差商的绝
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对值，选择绝对值相对较小的方法给出(文献[8])。 
1) 当 1u 为正数时， 
(1-1) 当 1 1 1 1 1 1

2, 1, 1, 1,2 2n n n n n n
i j i j ij i j ij i jC C C C C C− − − − − −
− − + −− + > − + 时，利用牛顿插值得 

( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( )( )

1 1 1 1 1
1, 1, 1,1 1

12

1 1
1 1, 12 2

1
1 1,2

1 1
2

2
2

1 1 11
2

1 1
2

2

n n n n n
ij i j i j ij i jn n

ij ij i i i i i i

n n
i i i i i j i i i i i i ij

n
i i i i i i i j

C C C C C
C C x x x x x x

h h

x x x x C x x x x x x C
h h h

x x x x x x C
h h

h u t u t
C

h

− − − − −
− + −− −

−

− −
− + −

−
− −

− − +
= + − + − −

 = − − + + − − − −  
 + − − + − −  
− ∆ − ∆

= ( )( )

( )( )

1 1
1, 1 1 12

1 1 1
1 1,2

1 11

1
2

n n
i j ij

n
i j

u t h u t u t C
h h

h u t u t
u t C

h h

− −
+

−
−

 + − ∆ − − ∆ − ∆ 
 

 − ∆ − ∆
+ ∆ + 
 

         (3.8) 

同理 

( ) ( )( )
1 1 1 1 1

1, 1, 1,1 1
12

2
.

2

n n n n n
ij i j i j ij i jn n

ij ij i i i i i i

C C C C C
C C x x x x x x

h h

− − − − −
− + −− −

−

− − +
= + − + − −

    

令 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

1 1 1 1 1 2 1 12

3 1 1 1 1 4 1 12

1 1, ,

1 1, .

k h u t u t k u t
h h

k h u t u t k u t
h h

δ δ δ

δ δ δ

= − ∆ + − ∆ + = − ∆ +

= − ∆ − − ∆ − = − ∆ −
 

由上式计算可得，当 1i ix x δ+ = + 时， 

( )1, 1 1 11 1
1, 2 1 2 1,1 .

2 2
n n n n
ij i j ij i j

k kC C k k C k C− + − − −
+ −

 = + + − + − + 
 

  

当 1i ix x δ− = − 时， 

( )1, 1 1 13 3
1, 4 3 4 1,1 .

2 2
n n n n
ij i j ij i j

k kC C k k C k C− − − − −
+ −

 = + + − + − + 
 

  

当 1 1n nR R− −> 时， { }1 1, 1,max ,n n n
ij ij ijC C C− − + − −=   ， 1 1n nR R− −≤ 时， { }1 1, 1,min ,n n n

ij ij ijC C C− − + − −=   。 
(1-2) 当 1 1 1 1 1 1

2, 1, 1, 1,2 2n n n n n n
i j i j ij i j ij i jC C C C C C− − − − − −
− − + −− + ≤ − + 时，得 

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 1 1 1 1
1, 1, 2,1 1

12

1 1
1 1 2,2 2

1
1 1,2

1 2

2
2

1 1 11
2 2

1 1

1 11
2

n n n n n
ij i j ij i j i jn n

ij ij i i i i i i

n n
i i i i i i ij i i i i i j

n
i i i i i i i j

C C C C C
C C x x x x x x

h h

x x x x x x C x x x x C
h h h

x x x x x x C
h h

u t h u
h h

− − − − −
− − −− −

−

− −
− − −

−
− −

− − +
= + − + − −

 = + − + − − + − −  
 − − + − −  

= − ∆ + −( )( ) ( )( )

( )( )

1 11 1
1 1 2,2

1 1 1
1 1,2

2

1

n n
ij i j

n
i j

h u t u t
t u t C C

h
h u t u t

u t C
h h

− −
−

−
−

− ∆ − ∆ ∆ − ∆ + 
 
 − ∆ − ∆

− − ∆ + 
 

         (3.9) 
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( ) ( )( )
1 1 1 1 1

1, 1, 2,1 1
12

2
2

n n n n n
ij i j ij i j i jn n

ij ij i i i i i i

C C C C C
C C x x x x x x

h h

− − − − −
− − −− −

−

− − +
= + − + − −

    

由上式计算可得，当 1i ix x δ+ = + 时， 

( )1, 1 1 11 1
2 2, 1 2 1,1 .

2 2
n n n n
ij ij i j i j

k kC k C C k k C− + − − −
− −

 = + + + − + 
 

  

当 1i ix x δ− = − 时， 

( )1, 1 1 13 3
4 2, 3 4 1,1 .

2 2
n n n n
ij ij i j i j

k kC k C C k k C− − − − −
− −

 = + + + − + 
 

  

当 1 1n nR R− −> 时， ( )1 1, 1,max ,n n n
ij ij ijC C C− − + − −=    

当 1 1n nR R− −≤ 时， ( )1 1, 1,min ,n n n
ij ij ijC C C− − + − −=    

2) 当 1u 为负数时，利用牛顿插值， ( )( )1 1 1 1 12

1p h u t u t
h

δ δ= − − ∆ + − ∆ + ， 

( )2 1 1
1p u t
h

δ= − ∆ + ， ( )( )3 1 1 1 12

1p h u t u t
h

δ δ= − − ∆ − − ∆ − ， ( )4 1 1
1p u t
h

δ= − ∆ −  

(2-1) 1 1 1 1 1 1
1, 1, 1, 2,2 2n n n n n n

i j ij i j ij i j i jC C C C C C− − − − − −
− + + +− + > − + 时，得 

( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( )

1 1 1 1 1
1, 1, 2,1 1

12

1 1 1 1
2, 1 1 12 2

1 1 1
1 1,2

2
2

1 11
2 2

1

n n n n n
ij i j ij i j i jn n

ij ij i i i i i i

n n
i j ij

n
i j

C C C C C
C C x x x x x x

h h
h u t u t

C u t h u t u t C
h h h

h u t u t
u t C

h h

− − − − −
+ + +− −

+

− −
+

−
+

− − +
= + − + − −

−
− − ∆ − ∆  = + + ∆ + − − ∆ − ∆ 

 
 − − ∆ − ∆

+ − ∆ − 
 

 

( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 1 1 1 1
1, 1, 2,1 1

12

1 1
1 2, 12 2

1
1 1,2

2
2

1 1 11
2 2

1 1

n n n n n
ij i j ij i j i jn n

ij ij i i i i i i

n n
i i i i i j i i i i i i ij

n
i i i i i i i j

C C C C C
C C x x x x x x

h h

x x x x C x x x x x x C
h h h

x x x x x x C
h h

− − − − −
+ + +− −

+

− −
+ + +

−
+ +

− − +
= + − + − −

−
 = − − + − − + − −  

 + − − − −  

  

    

  

 

由上式计算可得，当 1i ix x δ+ = + 时， 

( )1, 1 1 11 1
2 2, 2 1 1,1 .

2 2
n n n n
ij ij i j i j

p pC p C C p p C− + − − −
+ +

 = + + + + − 
 

  

当 1i ix x δ− = − 时， 

( )1, 1 1 13 3
4 2, 4 3 1,1 .

2 2
n n n n
ij ij i j i j

p pC p C C p p C− − − − −
+ +

 = + + + + − 
 

  

当 1 1n nR R− −> 时， { }1 1, 1,max ,n n n
ij ij ijC C C− − + − −=   ， 1 1n nR R− −≤ 时， { }1 1, 1,min ,n n n

ij ij ijC C C− − + − −=    
(2-2) 1 1 1 1 1 1

1, 1, 1, 2,2 2n n n n n n
i j ij i j ij i j i jC C C C C C− − − − − −
− + + +− + ≤ − + 时，得 

( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( )

1 1 1 1 1
1, 1 , 1,1 1

12

1 11 1
1 1 1 1,2 2

1 1 1
1 1,2

2
2

1 11
2

1
2

n n n n n
ij i j i j i j i jn n

ij ij i i i i i i

n n
ij i j

n
i j

C C C C C
C C x x x x x x

h h
h u t u t

u t h u t u t C C
h h h

h u t u t
u t C

h h

− − − − −
+ − +− −

+

− −
−

−
+

− − +
= + − + − −

−
− − ∆ − ∆ = + ∆ + − − ∆ − ∆ + 

 
 − − ∆ − ∆

+ − ∆ + 
 
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( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 1 1 1 1
1, 1, 1,1 1

12

1 1
1 1 1,2 2

1
1 1,2

2
2

1 1 11
2

1 1
2

n n n n n
ij i j i j ij i jn n

ij ij i i i i i i

n n
i i i i i i ij i i i i i j

n
i i i i i i i j

C C C C C
C C x x x x x x

h h

x x x x x x C x x x x C
h h h

x x x x x x C
h h

− − − − −
+ − +− −

+

− −
+ + −

−
+ +

− − +
= + − + − −

−
 = − − + − − + − −  
 + − + − −  



  

    

  

 

计算可得，当 1i ix x δ+ = + 时， 

( )1, 1 1 11 1
2 1 1, 2 1,1 .

2 2
n n n n
ij ij i j i j

p pC p p C C p C− + − − −
− +

 = − + + + + 
 

  

当 1i ix x δ− = − 时， 

( )1, 1 1 13 3
4 3 1, 4 1,1 .

2 2
n n n n
ij ij i j i j

p p
C p p C C p C− − − − −

− +
 = − + + + + 
 

  

当 1 1n nR R− −> 时， { }1 1, 1,max ,n n n
ij ij ijC C C− − + − −=   ， 1 1n nR R− −≤ 时， { }1 1, 1,min ,n n n

ij ij ijC C C− − + − −=   。 

同理，可得沿 y 方向。 

4. 数值实验 

方程(1)中的速度场系数 1 2 0.5u u= = ，扩散系数 1 2 0.02d d= = ，有限区域 [ ] [ ]0,5 0,5Ω = × ，时间剖分

1
100

t∆ = 和空间剖分
1

10
h = 。假定有初始时刻浓度只在

5 5,
3 3

 
 
 

，
5 10,
3 3

 
 
 

，
10 5,
3 3

 
 
 

和
10 10,
3 3

 
 
 

位置为 1，

其他位置浓度值为 0。假定右端项 0f = 。 

图 1~图 6 展示了浓度在不同时刻的表面图和等值线图，由于对流项的存在，浓度会随着时间，沿着

对角线方向行进，同时，由于扩散项的存在，浓度会不断的减小，这与物理现象相吻合。因此，我们的

格式可很好地描述对流扩散问题，而且我们空间步长比较大时( 0.1h = )，没有出现数值震荡问题。 
验证格式的质量误差，令时间剖分 0.01t∆ = 和空间步长分别取 0.1,0.05,0.02,0.01h = 。并与文献[15]

进行比较。 
 

 
Figure 1. T = 0.0 s time concentration surface map and contour map 
图 1. T = 0.0 s 时刻浓度表面图和等值线图 
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Figure 2. T = 0.1 s time concentration surface map and contour map 
图 2. T = 0.1 s 时刻浓度表面图和等值线图 

 

 
Figure 3. T = 0.2 s time concentration surface map and contour map 
图 3. T = 0.2 s 时刻浓度表面图和等值线图 

 

 
Figure 4. T = 0.5 s time concentration surface map and contour map 
图 4. T = 0.5 s 时刻浓度表面图和等值线图 
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Figure 5. T = 0.8 s time concentration surface map and contour map 
图 5. T = 0.8 s 时刻浓度表面图和等值线图 

 

 
Figure 6. T = 1.0 s time concentration surface map and contour map 
图 6. T = 1.0 s 时刻浓度表面图和等值线图 

 
Table 1. Mass errors at the different time 
表 1. 不同时刻的质量误差 

           h 
t  0.1 0.05 0.02 0.01 

0.1t =  文献[15] 0.0183 0.0046 7.1782E−04 1.8503E−04 

本文 2.9116E−14 1.5318E−15 1.9516E−17 1.8865E−17 

0.2t =  文献[15] 0.024 0.0046 7.1997E−04 1.8516E−04 

本文 5.9057E−14 1.6098E−15 7.1557E−17 3.8272E−17 

0.5t =  文献[15] 0.0204 0.0047 7.2160E−04 1.8523E−04 

本文 1.5028E−11 1.8180E−15 2.5370E−17 2.9545E−17 

1t =  文献[15] 0.0206 0.0047 7.2228E−04 1.8523E−04 

本文 2.1037E−07 1.4909E−09 2.8009E−11 5.2204E−12 

 
由表 1 中数据，可知在加入质量校正前，格式质量之差数值比较大，当加入质量校正后，格式质量

之差可以达到 1110− ，可以认为是质量守恒的。 
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