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Abstract 
When people study Hopfield time-delay neural network, Lyapunov function is usually used to 
analyze the stability of the system. But, in this paper, we study the stability of Hopfield neural 
network by using Gronwall integral inequalities, and obtain the new criterion of global exponen-
tial stability of Hopfield neural network and its delay system. Finally, we demonstrate the validity 
of the results by a numerical example. 
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摘  要 

在Hopfield时滞神经网络的研究中，人们通常是利用构造李亚普诺夫函数来分析系统的稳定性。本文利

用一类Gronwall积分不等式研究了Hopfield神经网络的稳定性问题，我们得出Hopfield神经网络及其时
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滞系统全局指数稳定性的新判据，并通过实例仿真验证了结果的有效性和可行性。 
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1. 引言 

自从 Hopfield [1]在 1984 年提出他名字命名的 Hopfield 神经网络以来，这类人工神经网络在很多方

面得到了广泛的应用，如组合优化[2] [3] [4]，图像处理[5] [6]，模式识别[7]，信号处理[8]，通讯技术[9]
等等，所以在过去的数十年中，Hopfield 神经网络被持续研究[10]-[23]。由于在神经网络的实际应用中，

一方面由于两个神经元之间信息传递不免存在时滞，另一方面由于受到诸如有限的开关速度等硬件的影

响，时滞现象也是不可避免的，在神经网络研究中引入时滞得到了广泛的关注[15]-[22]。 
人们在 Hopfield 神经网络的研究中所采用的方法通常是利用构造李亚普诺夫函数并结合线性矩阵不

等式来分析系统的稳定性。无疑，李亚普诺夫方法是微分方程稳定性研究的利器，但是如何构造适当的

李亚普诺夫是解决问题的关键，也是一个难题，另外，同一个系统，构造不同的李亚普诺夫函数，得到

的稳定性范围也可能不相同，而且线性矩阵不等式的运算也很繁琐。 
Gronwall 不等式在微分方程定性理论研究中也发挥极其重要的作用，并且得到不断的推广和广泛应

用[23]-[38]，但是用于研究神经网络系统的稳定性比较少见。 
本文利用 Gronwall 积分不等式研究对如下对 Hopfield 时滞神经网络模型的稳定性问题。 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )t t t t τ= − + + − +�x Ax Bg x Cg x I                            (1) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , nt x t x t x t=x � 表示神经元的状态变量， ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1 2 2, , , n nt g x t g x t g x t=g x �

表示激活函数， ( )( )t τ−g x 为时滞项激活函数， { }1 2, , , ndiag a a a=A �  ( 0, 1, 2, ,ia i n> = � )， ( )ij n n
b

×
=B ，

( )ij n n
c

×
=C ，分别表示对应神经元的连接权重系数矩阵，其中，ai 表示第 i 个神经元的自反馈强度， ijb 表

示第 j 个神经元的输出 ( )( )j jg x t 对于第 i 个神经元的输入的反馈连接强度，如果第 j 个神经元的输出使

第 i 个神经元激活(或抑制)，则 0ijb >  (或 0ijb < )； ijc 类似。τ表示传输时滞，为某一正常数。 

这里我们定义 n × n 矩阵 ( )ij n n
a

×
=M 和 n 维向量 ( )T

1 2, , , nx x x=x � 的范数为： 

( )T
maxλ=M A A ，其中， ( )T

maxλ A A 表示 TA A的最大特征值，
2 2 2
1 2 nx x x= + + +x � 。 

我们假设激活函数 f 满足李普希兹条件： ( ) ( ) L− ≤ −f y f x y x 。 
由于系统(2)的激活函数 f 满足李普希兹条件，所以存在唯一平衡点，这在很多文献已经做了证明

[15]-[20]，这里不再重复。令系统(2)的平衡点为 x*，设 ( ) ( ) *= −y t x t x 。那么系统(2)可变为 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )t t t t τ= − + + −�y Ay Bf y Cf y ,                            (2) 

其中， ( ) ( ) ( )* *= + −f y g y x g x ，其它各个符号的含义与系统(1)相同。  
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引理(Gronwall 不等式) [24]：设 K 为非负常数，u(t)和 g(t)为在区间 tα β≤ ≤ 上的非负连续函数，且

满足不等式 

( ) ( ) ( )d ,
t

u t K u s g s s t
α

α β≤ + ≤ ≤∫  

则有 

( ) ( )exp d ,
t

u t K g s s t
α

α β ≤ ⋅ ≤ ≤  ∫ . 

2. 稳定性分析 

2.1. 无时滞的情形分析 

考虑系统 

( ) ( ) ( )( )t t t= − +�y Ay Bf y                                    (3) 

系统(3)的线性系统为 

( ) ( )t t= −�y Ay                                         (4) 

基解矩阵为 

[ ]

1

2

e 0
e

exp

0 e n

a t

a t

a t

At

−

−

−

 
 
 − =
 
 
  

�
, 

设初值 0t = 时，对应初值为 ( )1 2, , , nη η η= �η ，那么系统(4)的解可以表示为 

( ) ( )1 2
1 2e , e , , e na ta t a t

nt η η η −− −=Y � ，取范数 ( ) ( ) ( ) ( )1 2
22 2

1 2e e e na ta t a t
nt η η η −− −= + + +Y � ，做以下记号： 

I) { }1 2max , , , nM n η η η= ⋅ � ，显然，M > 0。 
II) { }1 2min , , , na a aσ = � 。 
可得 ( ) e tt M σ−≤Y 。 
定理 1：激活函数 ( )( )tf y 满足利普希茨条件下，当 0L σ− <B 时，系统(3)的零解是全局指数稳定的。 
证明：设 Y(t)为方程(4)的解，由常数变易法得方程(3)的解可以表示为 

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

d
t t st t s s− −= + ∫ Ay Y e Bf y ，实际上，这里 ( ) tt −= AY e η ，两边取范数 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )

0

0

0

d

e d

e e d

t t s

t t st

t t st

t t s s

M s s

M L s s

σ

σσ

− −

− −−

− −−

= +

≤ +

≤ +

∫

∫

∫

A

A

y Y e Bf y

e B f y

B y

 

两边同时乘以 e tσ ，可得 

( ) ( )
0

e e d
tt st M L s sσ σ≤ + ∫y B y  

根据引理 1 (Gronwall 不等式)得 

( ) 0 de e e
tL s L tt t M Mσ ∫≤ =B By  

两边同时除以 e tσ ，得 ( ) ( )e L tt M σ−≤ By ，由已知条件 0L σ− <B ，可得系统(3)的零解是全局指数
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稳定的。定理得证。 

2.2. 具有时滞的情况分析 

设 

( )

( )
( )

( )

1 1 1

2 2 2

0

0 n n n

f y y
f y yy

f y y

 
 
 =
 
 
 

�
D                          (5) 

系统(3)可以表示为 

( ) ( )( ) ( )t t= − +y A BD y y�                                    (6) 

设初值 0t = 时，对应初值为 ( )1 2, , , nη η η= �η ，系统(6)的解为向量函数 ( )tϕ ，设 1Lσ σ− =B (>0)
那么由定理 1 可得 

( ) 1e tt σ−≤ϕ η                                        (7) 

定理 2：激活函数 ( )f i 满足利普希茨条件下，当 1
1e 0Lσ τ σ− <C 时，系统(2)是全局指数稳定的。 

证明：由(5)式，系统(2)改写为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )t t t τ= − + + −y A BD y y Cf y�                              (8) 

当 0t = 时，对应初值为 ( )1 2, , , nη η η= �η ，方程(8)的解可以表示为 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
0

d
t L t st t s sτ− −= + −∫

B E Ay e Cf yϕ  

两边取范数，有 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )
( ) ( )

1

11 1

0

0

d

d

e e d

e e e d

t L t s

t L t s

t L t st

t t st t

t t s s

t s s

L s s

L s s

τ σ τσ
τ

τ σσ σ
τ

τ

τ

− −

− −

− − − −−

−
− − −−

−

≤ + −

≤ + −

≤ +

= +

∫
∫
∫

∫

B E A

B E A

B

y e Cf y

e C f y

C y

C y

ϕ

ϕ

η

η

 

两边同时乘以 1e tσ ，可得 

( ) ( ) ( )

( )

11 1 1

1 1

e e e e d

e e d

t t st t t

tt s

t L s s

L s s

τ σσ σ σ
τ
τσ σ

τ

− − −

−

−

−

= +

= +

∫

∫

y C y

C y

η

η
 

根据引理 1 (Gronwall 不等式)得 

( ) 1 1
1 e d ee e e

tL s Ltt t
τσ τ σ τ
τσ
−
−∫≤ =C Cy η η  

所以 ( ) ( )11 11
ee de e e

t L tL s tt
σ ττσ τ

τ
σσ

−
−

−−∫≤ =
CCy η η ，由于 1

1e 0Lσ τ σ− <C ，所以系统(8)即时滞系统(2)

是全局指数稳定的。 

3. 数值仿真 

这一节，我们用一个实际例子来验证定理结果的有效性。 
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例 1：考虑如下无时滞二维神经网络模型： 

( )
( )

( )
( )

( )( )
( )( )

1

2

f x tx t x t
y t y t f y t

    
 = − +          

A B
�
�

                               (9) 

其中，激活函数 ( ) e 1
e 1

u

i uf u −
=

+
， 1,2i = ，显然满足李普希兹条件，并且 0.5L = ， 

显然，如果我们取
1 0
0 1
 

=  
 

A ，
0.9 0.8
0.4 0.5
 

=  − 
B ，那么， 1σ = ， 1.3=B ， 0.35L σ− = −B ，当 0t =

时，初值取 ( ) ( )( ) ( )0 , 0 10,10x y = ，状态轨线图如图 1 所示，系统(9)的零解是指数稳定的。 
 

 

Figure 1. The state rail diagram of system (9) ( 0L σ− <B ) 

图1. 系统(9)的状态轨线图( 0L σ− <B ) 
 

如果我们取
2 0
0 2
 

=  
 

A ，
10 20
25 10

− 
=  − 

B ，那么 2σ = ， 35=B ， 15.5L σ− =B ，当 0t = 时，初值

取 ( ) ( )( ) ( )0 , 0 10,10x y = ，状态轨线图如图 2 所示，此时系统(9)是稳定的，但不是指数稳定的。 

例 2：考虑如下无时滞二维神经网络模型： 

( )
( )

( )
( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1 1

2 2

f x t f x tx t x t
y t y t f y t f y t

τ

τ

   −   
   = − + +       −       

A B C
�
�

                       (10) 

其中，激活函数 ( ) e 1
e 1

u

i uf u −
=

+
， 1,2i = ，显然满足李普希兹条件，并且 0.5L = ， 
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如果我们取
1 0
0 1
 

=  
 

A ，
0.3 0.8
0.2 0.5
 

=  − 
B ，

0.1 0.3
0.2 0.5

− 
=  
 

C ，时滞 0.5τ = ，那么， 1σ = ， 0.9565=B ，

0.5966=C ， 1 0.5217Lσ σ= − =B ， 1
1e 0.1344 0Lσ τ σ− = − <C ，根据定理 2，系统(10)的零解是指

数稳定的，当 0t = 时，初值取 ( ) ( )( ) ( )0 , 0 10,10x y = − ，系统状态轨线图如图 3 所示。 
 

 
Figure 2. The state rail diagram of system (9) ( 0L σ− >B ) 
图2. 系统(9)的状态轨线图( 0L σ− >B ) 

 

 
Figure 3. The state rail diagram of system (10) ( 1

1e 0Lσ τ σ− <C ) 
图3. 系统(10)的状态轨线图( 1

1e 0Lσ τ σ− <C ) 
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Figure 4. The state rail diagram of system (10) ( 1

1e 0Lσ τ σ− >C ) 

图4. 系统(10)的状态轨线图( 1
1e 0Lσ τ σ− >C ) 

 

如果我们取
1 0
0 1
 

=  
 

A ，
0.3 0.8
0.2 0.5
 

=  − 
B ，

1 5
4 4

− 
=  − 

C ，时滞 0.5τ = ，那么， 1σ = ， 0.9565=B ，

7.2929=C ， 1 0.5217Lσ σ= − =B ， 1
1e 4.2115 0Lσ τ σ− = >C ，当 0t = 时，初值取 

( ) ( )( ) ( )0 , 0 15,15x y = − ，系统的状态轨线图如图 4，显然此时系统(10)是稳定的，但不是指数稳定的。 
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