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Abstract 
First, this paper deduces the option pricing formula of random walks, and then proposes three 
propositions and proves them separately. Proposition 1 explains the principle of option replica-
tion from a new perspective. Proposition 2 finds two inequalities and gives the upper and lower 
bounds of the cumulative function of the standard normal distribution. Combining Proposition 2 
and Proposition 3, four elementary functions that approximate the cumulative function of the 
standard normal distribution are found. The second function has the highest precision: the maxi-
mum absolute error is 0.0000406. 
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摘  要 

首先，本文推导出随机游走行情的期权定价公式，然后提出三个命题并分别证明。命题一从新的角度阐
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述期权复制原理。命题二发现两个不等式，给出了标准正态分布累积函数的上下界。结合命题二和命题

三发现了四个逼近标准正态分布累积函数的初等函数，第二个函数的精度最高：最大绝对误差是

0.0000406。 
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1. 引言 

Black-Scholes 期权定价模型不太适用零和博弈市场如期货市场。且 BS 公式在计算到期时间短的期

权价格时偏差较大。金融市场长线行情或可预测但短线行情往往非常近似随机游走行情。所以本文从随

机游走行情推导期权定价公式并提出三个命题，给出证明并推导出若干公式。 

2. 正文 

记ϕ 为标准正态分布概率密度函数： 

( )

2

2

2π

x

exϕ

−

=  [1] 

N 为标准正态分布变量的累积概率分布函数： 

( ) { }
2

21
2π

u
x

N x e du P xξ
−

−∞
= = ≤∫  [1] 

设标的资产的行情为随机游走行情，该随机游走行情单位时间涨跌幅度均值为 0，标准差为ω  (不同

于 BS 公式里的标准差)，那么 T 个单位时间的涨跌幅度的均值为 0，标准差为 Tω 。 
设当前价格为 S，期权执行价格为 K，则到期时间为 T 个单位时间的期权价格 C 的表达式为： 

( ) ( )1 0 1d d d
K K K

x S x S x S x SC x K x x S K x
T T T T T T

ϕ ϕ ϕ
ω ω ω ω ω ω

+∞ +∞ +∞ − − − − −     
= − ⋅ ⋅ = + − ⋅      

      
∫ ∫ ∫ ， 

易验证 ( )xϕ 的导数为 ( )x xϕ− ，所以 ( )x xϕ 的一个原函数是 ( )xϕ− ， 

那么易解得： ( ) .K S S KC T S K N
T T

ω ϕ
ω ω
− −   

= ⋅ + − ⋅   
   

 

又 ( ) ( )x xϕ ϕ= − ，所以 C 亦可写成： 

( )S K S KC T S K N
T T

ω ϕ
ω ω
− −   

= ⋅ + − ⋅   
   

 

标的资产价格上涨 dS 时，期权价值上涨 dC，所以最佳对冲比例为： 

dC
dS
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将 S 看作自变量，对 C 求导后并化简得： 

dC S KN
dS Tω

− 
=  

 
 

当 1, 1, 0T Sω = = = 时，此时该标的资产单位时间涨跌幅度均值为 0，标准差为 1，当前价格为 0， 

( ) ( )C K K N Kϕ= − ⋅ −  

( )dC N K
dS

= −  

下文是在 1, 1, 0T Sω = = = 的情况下进行计算和证明，不影响所提出的结论，不再另作说明。 
命题一： 
随机游走行情中，卖出一份看涨期权获得期权费C 同时买入 ( )N K− 份标的资产，到期时的损益与一

份看涨期权到期时的价值最接近。即买入 ( )N K− 份标的资产到期时的损益与买入一份看涨期权到期时的

损益(期权到期时的价值减去期权费C )最接近，也就表明通过买卖标的资产可以复制期权。 
证明：设持有 M 份标的资产、到期时标的资产价格为 x ，因已设当前价格 S = 0，所以到期时的资产

损益为 Mx  (x 为负数时表示亏损)。 
到期时若 x 小于等于 K，那么到期时的期权价值为 0。期权费C 加上到期时资产损益 Mx 与期权价值

之差为： 
0C Mx+ −  

到期时若 x 大于 K，那么到期时的期权价值为 x K− 。期权费C 加上到期时资产损益 Mx 与期权价值

之差为： 
( )C Mx x K+ − −  

应用最小二乘法， 
令 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )
22

0 0 d 0 d
K

K
M C Mx x x C Mx x K x xα ϕ ϕ

+∞

−∞
= + − − + + − − −∫ ∫  

命题中所有可能的值最接近 0 指的是最小化 ( )Mα 。 
当 ( )Mα 的导数(M 是自变量) ( ) 0Mα′ = 时， ( )Mα 最小。 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2 d 2 d

2 d 2 d 2 d

2 d 2 d

0

K

K

K

K

M x C Mx x x x C Mx x K x x

C x x x Mx x x x x K x x

Mx x x x x K x x

α ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

+∞

−∞

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞

= + + + − −

= ⋅ + − −

= − −

=

′ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

( )2 dx x xϕ
+∞

−∞∫ 为方差的定义，因方差为 1，所以 ( )2 d 1x x xϕ
+∞

−∞
=∫ ，上式整理为： 

( ) ( ) ( )2 2 d 0
K

M M x x K x xα ϕ
+∞

= − − =′ ∫  

所以， ( ) ( )d
K

M x x K x xϕ
+∞

= −∫ 。 

下面证 ( ) ( ) ( )d
K

N K x x K x xϕ
+∞

− = −∫ ； 

移项得，只需证： ( ) ( ) ( )2d d
K K

N K K x x x x x xϕ ϕ
+∞ +∞

− + ⋅ =∫ ∫ ； 
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左右两侧分别对 K 求导： 

左侧式子导数为： ( ) ( ) ( )2d
K

K x x x K Kϕ ϕ ϕ
+∞

− − + −∫ ， 

即 ( ) ( ) ( )2K K K Kϕ ϕ ϕ− − + − ； 
即 ( )2K Kϕ− ； 
右侧式子导数为： ( )2K Kϕ− ； 
证明了左侧式子的导数 = 右侧式子的导数。 
那么由此可知：左侧式子 = 右侧式子 + 一个常数。 
且当 K = −∞时，右侧式子是方差的定义，因方差是 1，所以右侧是 1，左侧将 K = −∞带入，也是

1，说明所加常数为 0， ( ) ( ) ( )2d d
K K

N K K x x x x x xϕ ϕ
+∞ +∞

− + ⋅ =∫ ∫ 成立，所以 ( )M N K= − ，命题得证。 

在证明命题一的过程中，我们得到一个很简洁的等式： 
等式一： 

( ) ( ) ( )d , 0
K

N K x x K x x Kϕ
+∞

− = − ∀ ≥∫ 等式成立  

为了引出命题二，先考虑两个方程。 
考虑如下两个情形： 
情形 1 (设标的资产到期价格为 x )： 
卖出一份期权获得期权费 C，同时买入 1M 份标的资产，期权到期时再根据到期行情的价格支付期权

买方所应得金额后，若要求此时的盈亏值在到期行情大于等于 S 的情况下(即 0x ≥ )，期望值为 0，求解 1M 。 
即 1M 满足如下式子： 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
0

0 d d 0
K

K
C M x x x C M x x K x xϕ ϕ

+∞
+ − + + − − =∫ ∫  

再结合 ( ) ( )C K K N Kϕ= − ⋅ − 以及 ( ) 1N K M− ≈ 。 
求解得： 

( )
( )1 2 0

K
M

K
ϕ
ϕ

≈
+

 

情形 2 (设标的资产到期价格为 x )： 
卖出一份期权获得期权费 C，同时买入 2M 份标的资产，期权到期时再根据到期行情的价格支付期权

买方所应得金额后，若要求此时的盈亏值在到期行情大于等于 S K+ 的情况下(即 x K≥ )，期望值为 0，求

解 2M 。 
即 2M 满足如下式子： 

( )( ) ( )2 d 0
K

C M x x K x xϕ
+∞

+ − − =∫  

再结合 ( ) ( )C K K N Kϕ= − ⋅ − 以及 ( ) 2N K M− ≈ 。 
求解得： 

( ) ( )2 2

2

4 21
2 2

K K K
M

K
ϕ ϕ+ −

≈ −  

命题二： 

( )
( ) ( )

( ) ( )2 24 21 0 0
2 0 2 2

K K KK
N K K K

K K
ϕ ϕϕ

ϕ
+ −

≤ − ≤ − ∀ ≥ =
+

,对于 成立,当 时,等号成立. 
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证明：为了证明时论述方便，这里将自变量 K 换为 x ，同时结合 ( ) ( )1N x N x= − − 。 
将命题二等价转换为以下两个不等式： 
不等式一： 

( )
( ) ( )2 24 21 , 0

2 2
x x x

N x x
x

ϕ ϕ+ −
≥ + ≥ 时不等式成立  

不等式二： 

( ) ( )
1 , 0

2
2π

x
N x x

x

ϕ
≤ − ≥

+
时不等式成立  

不等式一的证明： 
不等式一的右侧式子中有一个分母是 2x，此时用极限求 x = 0 时的值。 
不等式一的右侧式子给出了 ( )N x 的一个下界初等函数，用这个下界函数减去 ( )N x 后的函数图如图

1 所示。 
 

 
Figure 1. The lower bound function minus ( )N x  

图 1. 下界函数减去 ( )N x  

 
令 

( )
( ) ( )

( )
2 24 21 , 0

2 2
x x x

L x N x x
x

ϕ ϕ+ −
= + − ≥ ， 

( )L x 的函数图像即是图 1。 
当 x = 0 时，应用极限，显然 ( )L x  = 0，此时满足式子。当 x > 0 时，考察 ( )L x 的导数 ( )L x′ 的性质：

导数 ( )L x′ 先小于 0，接着，当 0.66386x > ，导数 ( ) 0L x′ > ，又因 ( )lim 0
x

L x
→+∞

= ，所以证明了 ( ) 0L x ≤ ，

故该不等式成立。 
不等式二的证明： 
不等式二的右侧式子给出了 ( )N x 的一个上界初等函数，用这个上界函数减去 ( )N x 后的函数图如图

2 所示。 
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Figure 2. The upper bound function minus ( )N x  

图 2. 上界函数减去 ( )N x  

 

令 ( ) ( ) ( )1
2
2π

x
U x N x

x

ϕ
= − −

+
， ( )U x 的函数图像即是图 2。 

当 x = 0 时，显然 ( ) 0U x = ，即满足式子。当 x > 0 时，考察 ( )U x 的导数： 

( ) ( )
2

2 21
π2π2

π

x xU x
x

ϕ  ′ = − − 
  

+ 
 

 

令 ( ) 2π 20,
2 2π

U x x′ = = −得 。 

可知， ( )2π 20 0
2 2π

x U x′< < − >当 时, ； 

( )2π 2 0
2 2π

x U x′> − <当 时, ； 

又 ( )lim 0
x

U x
→+∞

= ； 

所以， ( ) 0U x ≥ ，不等式得证。 
命题二得证。 
这两个不等式分别给出了 ( )N x 的下界初等函数和上界初等函数，作者将上下界函数取平均即得到

( )N x 的一个逼近公式即逼近公式一。 
逼近公式一： 

( )
( ) ( ) ( )2 24 23 , 0

44 4 2
2π

x x x x
N x x

x x

ϕ ϕ ϕ+ −
≈ + − ≥

+
 

x = 0 时，右侧式子中有一个分母是 4x，此时用极限求解，当 x 趋近于 0 得右侧式子为 0.5，左侧 N(0)
也是 0.5，此时是严格相等。 

逼近公式一的误差图(横坐标为 x 的值，纵坐标为误差)如图 3 所示。 
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Figure 3. The error of the approximate formula one 
图 3. 逼近公式一的误差 

 
逼近公式一未进行任何优化也取得了一定精度：最大的绝对误差是 36.29 10−× ，x 越大误差越小，当

x 大于 2 时，误差小于 53.28 10−× 。 
该逼近公式是命题二的一个应用，命题二的价值在这里得到了一定程度体现。 
为了引出命题三，考虑如下情形(设标的资产到期价格为 x )： 
卖出一份期权获得期权费 C，同时买入 ( )N K− 份标的资产，期权到期时再根据到期行情的价格支付

期权买方所应得金额后，若此时的盈亏值在到期行情大于等于 S V+ 的情况下(即 x V≥ )，期望值为 0，求

解V  (由命题二易知， 0 V K≤ ≤ )。 
即V 满足如下式子： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )C 0 d C d 0
K

V K
N K x x x N K x x K x xϕ ϕ

+∞
+ − ⋅ − + + − ⋅ − − =∫ ∫  

再结合 ( ) ( )C K K N Kϕ= − ⋅ − 。 
化简得方程： 

( ) ( )
( )
( )

K
N K

V
K

N V

ϕ
ϕ

− =
+

 

从上式难以得出V 的解析表达式，但作者发现三条性质： 
命题三： 

性质 1： K 为自变量，当 0K ≥ 时，
( )N K
C
−

近似地在一条直线上，直线拟合 2R  = 0.9974。 

性质 2：K 为自变量，当 0K ≥ 时，

2
πln 1
2

V
K

    − −    
    

近似地在一条直线上，直线拟合 2R  = 0.9992。 

性质 3： K 为自变量，当 0K ≥ 时，
K
V

非常近似地在一条直线上，直线拟合 2R  = 0.9998，且 

0

πlim 1
2K

V
→

′ = − 。 
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分别绘图(横坐标为 K )，如图 4、图 5、图 6 所示。 
 

 

Figure 4. ( )N K
C
−

 in a straight line approximately 

图 4. ( )N K
C
−

近似在一条直线上 

 

 

Figure 5. 
2

πln 1
2

V
K

    − −    
    

 in a straight line approximately 

图 5. 
2

πln 1
2

V
K

    − −    
    

近似在一条直线上 

https://doi.org/10.12677/aam.2019.84093


汤大伟，蔡之卓 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.84093 834 应用数学进展 
 

 

Figure 6. K
V

 in a straight line approximately 

图 6. K
V

近似在一条直线上 

 

下面证明
0

πlim 1
2K

V
→

′ = − ： 

方程左右两侧都对 K 求导并整理得： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 0N V K V VV V N V V Vϕ ϕ ϕ ′− + ⋅ − ⋅ + =′  

当 K 趋向于 0 时，因 0 V K≤ ≤ ，所以V 也趋向于 0。 

将 ( ) 10, 0, 0
2

K V N= = = 代入上式得： 

π 1
2

V ′ = − ，即
0

πlim 1
2K

V
→

′ = −  

命题三的应用： 
由命题三的这三个近似直线的性质，作一定程度优化后可以再得到三个逼近公式。 
为了论述方便，这里将自变量 K 换为 x ，同时结合 ( ) ( )1N x N x= − − ,再结合当 0x ≥ 且较小时，有

( ) ( )0.5 0.5N x x xϕ≈ + ⋅ 。 
由命题三的性质 2 得逼近公式二： 

( ) ( )
( )( )

( ) ( )( )

1 , 0

0.5 0.5

x
N x x

g x
x

g x g x

ϕ
ϕ

ϕ

≈ − ≥

+
+ ⋅

 

其中， 

( )
π 11 π
2 2e

x

g x x
−

− − +
= 。 

逼近公式三的误差图(横坐标为 x 的值，纵坐标为误差)如图 7 所示。 
逼近公式二实现了高精度，最大的绝对误差是 54.06 10−× 。当 x 大于 1.29 时，随着 x 的增大，误差

持续减小，当 x = 3 时，误差是 73.01 10−× ，当 x = 6 时，误差是 122.52 10−× 。 
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Figure 7. The error of the approximate formula two 
图 7. 逼近公式二的误差 
 

将 N 和逼近公式二所得值 N ′同时画在一张图表里，如下图，由于精度非常高所以图表中两曲线重叠

了，如图 8 所示。 
 

 
Figure 8. The comparison between the value obtained by the approximate formula two and the exact value 
图 8. 逼近公式二所得值和准确值的对比 
 

由命题三的性质 3 得逼近公式三： 

( ) ( )
( )( )

( ) ( )( )

1 , 0

0.5 0.5

x
N x x

y x
x

y x y x

ϕ
ϕ

ϕ

≈ − ≥

+
+ ⋅
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其中， 

( ) 20.385
π 2

xy x
x

=
+

−

 

逼近公式三的误差图(横坐标为 x 的值，纵坐标为误差)如图 9 所示。 
 

 
Figure 9. The error of the approximate formula three 
图 9. 逼近公式三的误差 

 
逼近公式三也实现了较高精度，最大的绝对误差是 41.05 10−× 。精度高于逼近公式一，低于逼近公式

二，但逼近公式三比逼近公式二简洁。 
由命题三的性质 1 得逼近公式四： 

( ) ( )
1 , 0

1
1.2533 0.61

x
N x x

x
x

ϕ
≈ − ≥

+
+

 

逼近公式四的误差图(横坐标为 x 的值，纵坐标为误差)如图 10 所示。 
 

 
Figure 10. The error of the approximate formula four 
图 10. 逼近公式四的误差 
 

逼近公式四最大的绝对误差是 31.19 10−× 。精度高于逼近公式一，低于逼近公式二，低于逼近公式三，

但逼近公式四最简洁。 
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3. 结论 

本文在随机游走行情期权复制的研究中提出三个命题。命题一从新的角度阐述期权复制原理并推导

出一个数学等式。由命题二、命题三，发现了两个不等式、四个累积正态分布函数的近似初等函数。两

个不等式给出了 ( )N x 的上下界，能帮助人们快速估算 ( )N x 的取值范围。四个累积正态分布函数的近似

初等函数中，逼近公式二的近似精度最高，远高于逼近公式一的近似精度，但公式略微复杂。逼近公式

四兼顾了精度和公式简洁性，应用时建议选择逼近公式四。 
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