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摘  要 

本文研究了一类新的高阶分数阶微分方程多点边值问题。首先，我们计算得到了G(t,s)，同时构造了所研

究问题的算子方程，然后利用新集合Ph,e中的混合单调算子不动点定理及G(t,s)的性质，得出了此类方程

解的存在唯一性。最后，给出一个例子证明方法的有效性。 
 
关键词 

分数阶微分方程，混合单调算子，存在唯一性 

 
 

Unique Solutions for a New Class of  
Multi-Point Boundary Value Problem of 
Nonlinear Fractional Differential Equations 

Gaofeng Xing1, Lingling Zhang1,2* 
1Department of Mathematics, Taiyuan University of Technology, Taiyuan Shanxi 
2State Key Laboratory of Explosion Science and Technology, Beijing Institute of Technology, Beijing 

 
 
Received: Sep. 1st, 2020; accepted: Sep. 16th, 2020; published: Sep. 23rd, 2020 

 
 

 
Abstract 
In this paper, we study a new class of higher-order fractional differential equations with multi-point 
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boundary value problems. First, we obtain G(t,s) through calculation, and construct the operator equ-
ation of the problem under study. Then, using the fixed point theorem of the mixed monotone opera-
tor in the new set Ph,e and the properties of G(t,s), the uniqueness of the solution of this type of equa-
tion is obtained. Finally, an example is given to illustrate the effectiveness and feasibility. 
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1. 引言 

本文，我们研究了一类高阶分数阶微分方程的多点边值问题，方程如下： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

21

0

0 0
1
10 01

, , , 0 1,

0 0 0 0, 1 ,

,

nvv
i

p
j jjt

D z t h t z t z t c t

z D z D z i v i

D z t a D z

γ

σ σ ξ

+

−
+ +

+ +
+

==

 + = < <
 = = = = − < ≤

  =  ∑


                         (1)

 
其中 1n nγ− < ≤ ， n N∈ ， 3n ≥ ， 1γ σ− > ，

1 1
10 1p

j jj a γ σξ+ − −
=

< <∑ ， ( ]0,ja ∈ +∞ ， ( )0,1jξ ∈ ， 0c > ，

( ) ( )1 1, 2, , 2in i v n i i nγ− + < − ≤ − = − ， [ ] ) ) ( )* *: 0,1 , , ,h e e × − +∞ × − +∞ → −∞ +∞  是 连 续 的 函 数 ，

( )0 0
D Dγ σ

+ + 是 ( )γ σ 阶 Riemann-Liouville 分数阶导数。 

近年来，非线性分数阶微分方程的边值问题引起了诸多学者的关注，这不仅得益于分数阶微分方程

算子理论的发展，更与分数阶微分方程的数学模型在各相关领域的广泛应用密不可分。比如，经济学，

工程学，生物医学工程及化学等领域，见[1]-[8]。 

文献[9]中，翟研究了如下分数阶微分方程两点边值问题： 
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作者通过使用带扰动的混合单调算子不动点理论给出了方程正解的存在唯一性。在此基础上，还构

造了两列迭代序列逼近解。文献[10]中，Jleli M 和 Samet B 使用混合单调算子理论得到了此方程的正解。 

文献[11]中，翟探究了如下带积分边值的分数阶微分方程解的存在性问题： 
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翟介绍了一个新的ϕ - ( ),h e -凹算子，然后在不需要上下解存在的条件下，利用单调递增的ϕ - ( ),h e -
凹算子的不动点定理得到了唯一解。 

文献[12]中，张和王探究了一类新的分数阶微分方程两点边值问题，如下： 
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作者通过使用集合 ,h eP 中的非线性混合单调算子的不动点定理和单调迭代技巧得到了方程的唯一解，

且算子不需要紧性和连续性条件。 

对比[9] [10] [11]，我们不仅改变了方程的边值条件，而且将两点边值问题概括到多点边值问题，同

时方程的解拓展到了新的集合 ,h eP 。显然，问题(1)在其他文章里少有研究。本文通过使用新集合 ,h eP 中的

混合单调算子不动点定理得到了方程(1)的唯一解，同时我们可以构造迭代序列逼近解。 
文章框架如下：第二部分，我们给出了一些定义，记号，引理；第三部分，通过使用 ,h eP 上的混合单

调算子不动点定理得到了所研究方程的唯一解；第四部分，给出一个例子证明方程研究方法的有效性。 

2. 预备知识 

为了方便阅读，我们先给出一些基本的定义及引理，见[13] [14] [15]。 
定义 2.1 [13]令 ( )0 Rγ γ> ∈ ，那么 [ )0,z R∈ +∞ → 的 γ 阶 Riemann-Liouville 分数阶微分可以写作： 
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引理 2.1 令 [ ]0,1z C∈ ，那么非线性问题 
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的唯一解为 ( ) ( ) ( )1

0
, dz t K t s h s s= ∫ ，其中 ( ),K t s 是格林函数，具体如下： 
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证明：由定义 2.2 和(5)的第一个方程，可以得到 
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(6)中代入 ( )0 0z = ，可以得到 0nc = 。那么有 
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对(7)求 1thv 阶导，由定义 2.3，得到 
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再结合(5)的第二个方程和 12 1n v nγ− < − ≤ − ，可以推出 1 0nc − = 。 
同样的方法，对(7)求 ( )2, , 2iv i n= − 阶导，就可得到 2 3 2 0nc c c− = = = = 。 
因此，问题(1)的解等价于 
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再对(8)求σ 阶导，代入(5)中第三个方程，计算得到： 1c 。 
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将(9)代入(8)得，问题(1)的解为： 
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引理 2.2 [15]格林函数 ( ),K t s 有如下性质： 
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接下来，我们给出有序 Banach 空间中的一些定义和引理，见[11] [16] [17] [18]。 
定义 2.4 [16]假设 ( ),E ⋅ 实 Banach 空间，其上的半序关系由锥 P E⊂ 定义，即 x y≤ 当且仅当

y x P− ∈ 。若 x y≤ 且 y x≠ ，则有 y x> 或 x y< 。记θ 为 E 中的零元素。 
定义 2.5 [17]非空闭凸集 P 称为锥，若满足： 
1) , 0x P k kx P∈ ≥ ⇒ ∈ ； 
2) ,x P x P x θ∈ − ∈ ⇒ = 。 
定义 2.6 [18]对所有 ,x y E∈ ，记号 ~x y 表示，存在 0, 0λ µ> > 满足 x y xλ µ≤ ≤ 。对于给定的 h P∈

且 h θ≠ 。我们记集合 }{ ~hP x E x h= ∈ 。 
定义 2.7 [11]令 ( ) ,h P h e Pθ∈ ≠ ∈ 且 e hθ ≤ < ，我们定义集合 { },h e hP x E x e P= ∈ + ∈ 。那么 

( ) ( ){ }, there exist , , 0, , , 0 such that .h eP e h x e h x h x e hµ µ ν ν µ ν= = > = > ≤ + ≤  

定义 2.8 [16]算子 :A P P P× → 为混合单调算子，若 ( ),A x y 关于 x 单调递增，关于 y 单调递减，即

( ), 1, 2i iu v i P= ∈ ， 1 2 1 2,u u v v≤ ≥ ，则 ( ) ( )1 1 2 2, ,A u v A u v≤ 。 
定义 2.9 [11] ,: h eA P E→ 为ϕ - ( ),h e -凹算子，若满足：对于任意 ,h ex P∈ 和 ( )0,1λ ∈ ，存在 ( )ϕ λ λ>

满足： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 .A x e A x eλ λ ϕ λ ϕ λ+ − ≥ + −  
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[12]中，作者考虑了新集合 ,h eP 中的算子方程 ( ),A x x x= 。其中，A 是个混合单调算子。张和王得到

如下结论： 
引理 2.3 [12] P 是正规锥，假设 , ,: h e h eT P P E× → 是混合单调算子且满足： 
(I1) 存在 ,h E e P∈ ∈ 且 ,e h hθ θ≤ ≤ ≠ 满足 ( ) ,, h eT h h P∈ ； 
(I2) 对于任意的 ( ),, , 0,1h eu v P λ∈ ∈ ，存在 ( )ϕ λ λ> 满足 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 11 , 1 , 1T u e v e T u v eλ λ ϕ λ ϕ λ
λ λ

  + − + − ≥ + −  
  

 

那么： 
(i) 存在 0 0 ,, h eu v P∈ 满足 ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0, , ,u v u T u v T v u v< ≤ ≤ ≤ ； 
(ii) 算子 T 有唯一不动点

*
,h ex P∈ ； 

(iii) 对于任意初值 0 0 ,, h ex y P∈ ，构造迭代序列 ( ) ( )1 1 1 1, , , , 1, 2,n n n n n nx T x y y T y x n− − − −= = = 得到

( )* *,n nx x y x n→ → →∞ 。 
3. 主要结论 

本部分，我们通过使用引理 2.3 求解方程的(1)的解。我们在 Banach 空间 E 中考虑， [ ]{ }0,1E x x C= ∈ 。

E 的范数为 ( ) [ ]{ }sup 0,1x x t t= ∈ 。 [ ]0,1t∀ ∈ ，若 u v≤ ，则其上的半序关系为 ( ) ( )u t v t≤ 。 
更进一步地，定义 P E⊂ 且 ( ) [ ]{ }: 0, 0,1P x E x t t= ∈ ≥ ∀ ∈ 。显然，P 是 E 中的正规锥。 
给出主要结论之前，先给出 e(t)及其范围。 
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P

γ γ

γ σ γ γ γ
−= ⋅ − ∈

− Γ Γ
。其中，

1 11
1 11 , 1p p

j j j jj jP a Q aγ σ γ δξ ξ+ +− − −
= =

= − = −∑ ∑ 。 

证明：由引理 2.1，得到 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

0
11 1

1 210

1 1
1 1
0 0

1 1
1 11

1 0 0

11 1
1
1

, d

, , d

1
d d

1
d dj

P
j jj

t

j jP
jj

P j
jj

e t c K t s s

tc K t s a K s s
P

s t s
c t s s

s st a s s
P

t t tc a
P

γ

γ σ γ
γ

γ σ γ σ
γ

ξ

γ σγ γ γ

ξ

γ γ

ξ ξ

γ γ

ξ
γ σ γ γ γ γ σ

−
+

=

− − −
−

− − − −
−

+

=

− −− −
+

=

=

 
= + 

 
 − −= ⋅ −

Γ Γ
 − −  + −  Γ Γ  

= ⋅ − +
− Γ Γ − Γ

∫

∑∫

∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑ ( ) ( ) ( )
j
γ σξ

γ γ σ γ

−   −  
− Γ    

              (10) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 111
1 1 1

1 11
1 1 1

1

1

P P
j j j jj j

P P
j j j jj j

a at tc t
P

P a a tc t
P

Q t tc
P

Q c ct t
P

γ σ γ σγ γ
γ

γ σ γ σ γ
γ

γ γ

γ γ

ξ ξ

γ σ γ γ σ γ γ γ

ξ ξ

γ σ γ γ γ

γ σ γ γ γ

γ σ γ γ γ

+ +− − −−
= = −

+ +− − −
= = −

−

−

 − = ⋅ + − 
− Γ − Γ Γ  

 + − = ⋅ − 
− Γ Γ  

  = ⋅ ⋅ − 
− Γ Γ  

= ⋅ −
− Γ Γ

∑ ∑

∑ ∑
 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.99182


邢高峰，张玲玲 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.99182 1551 应用数学进展 
 

对所有的 [ ]0,1t∈ ，一方面，
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 因此， ( ) ( )0 e t h t≤ ≤ 。除此之外， [ ]{ }, 0,1h e hP z C z e P= ∈ + ∈ 。 
由引理 2.1 和(10)，我们得到问题(1)的解的形式可化为如下积分形式： 
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其中， ( ),K t s 已给出。 
我们定义算子 A： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ] ( )1
,0

, , , , d , 0,1 , h eA z z t K t s h s z s z s s e t t z t P= − ∈ ∈∫  

显然，z(t)是问题(1)的解，当且仅当 ( ) ( )( ),z t A z z t= 。 
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(H2) [ ] ) ( ) [ ] ) ( )* *: 0,1 , , , : 0,1 , ,f e g e × − +∞ → −∞ +∞ × − +∞ → −∞ +∞  是连续函数且 

( ){ [ ]}* max : 0,1e e t t= ∈ ； 
(H3) 对任意 [ ]0,1t∈ ， ( ),f t x 关于 )* ,x e∈ − +∞ 单调递增， ( ),g t y 关于 )* ,y e∈ − +∞ 单调递减； 
(H4) 对于任意的 ( )0,1λ ∈ ，存在 ( ) ( ) ( )1 2, ,1φ λ φ λ λ∈ 满足 

( )( ) ( )

( )( ) ( )
1

1 1
2

, 1 , ,

, 1 , ,

f t x z f t x

g t y z g t y

λ λ ϕ

λ λ ϕ− −

+ − ≥

+ − ≥
 

其中 [ ] ( ) ( ) *0,1 , , , , , 0,t x y z e ∈ ∈ −∞ +∞ ∈ −∞ +∞ ∈  ； 
(H5) 对任意 [ ]0,1t∈ ，都有 ( ),0 0f t ≥ 且 ( ),0 0f t ≡/ ， ( ), 0g t N ≥ ，且 ( ), 0g t N ≡/ ，其中 

( ) ( )
0Q cN

P γ σ γ
= ≥

− Γ
。 

那么，我们有如下结果： 
(i) 存在 0 0 ,, h eu v P∈ 满足 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) [ ]

1
0 0 00

1
0 0 00

, , , d , 0,1

, , , d , 0,1

u t K t s f t u s g t v s s e t t

v t K t s f t v s g t u s s e t t

≤ + − ∈

≥ + − ∈

∫

∫
 

其中，e(t)在(10)中给出； 
(ii) 问题(1)有唯一不动点

*
,h ez P∈
，

其中 ( ) 1h t Ntγ −= ； 
(iii) 对于任意 0 0 ,, h ex y P∈ ，构造迭代序列 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

1
1 10

1
1 10

, , , d , 1, 2,

, , , d , 1, 2,

n n n

n n n

x t K t s f s x s g s y s s e t n

y t K t s f s y s g s x s s e t n

− −

− −

 = + − =

 = + − =

∫

∫




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我们有 ( )*,n nx y z n→ → +∞ 。 
证明： 
对于任意 ,h ez P∈ ，我们考虑算子的如下形式： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) [ ]1

0
, , , , d , 0,1A z z t K t s f s z s g s z s s e t t= + − ∈∫  

(a) 我们先证明 , ,: h e h eA P P E× → 是混合单调算子。 
对于所有的 ,, , 1, 2i i h eu v P i∈ = 。令 1 2 1 2,u u v v≤ ≥ ，那么，有 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2,u t u t v t v t≤ ≥ 。根据条件(H3)，

可以得到 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( )( )

1
1 1 1 10

1
2 20

2 2

, , , , d

, , , d

,

A u v t K t s f s u s g s v s s e t

K t s f s u s g s v s s e t

A u v t

= + −

≤ + −

≤

∫

∫  

因此， , ,: h e h eA P P E× → 是混合单调算子。 
(b) 证明 ( ) ,, h eA h h P∈ 。需要证明 ( ), hA h h e P+ ∈ 。由 ( ),K t s 的性质及条件(H3)， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1

0

1 1 1
0

1 1
1 1 1 1 1

1 10
1

1
1 11 1

1 1 0
1

, , , , d

, , , d

1
1 , , d

1

1 1 1 , ,0 d
1

1

p
jj

p
j jj

p
jj

p
j jj

A h h e t K t s f s h s g s h s s

K t s f s Ns g s Ns s

a s
t f s Ns g s Ns s

a

a
s f s N g s s t

a

γ γ

γ σ
γ γ γ

γ σ

γ σ γ
γ σ

γξ

γ ξ

− −

+ − −
= − − −

+ − −
=

+
− −= −

+ − −
=

+ = +

= +

  − ≤ + ⋅ +
  Γ− 

 
 ≤ + − + ⋅
 Γ − 

=

∫

∫

∑
∫ ∑

∑
∫∑

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 11
1 1 0
1

1 1 , ,0 d ,
1

p
jj

p
j jj

a
s f s N g s s h t

N a
γ σ

γ σγ ξ

+
− −=

+ − −
=

 
 + − + ⋅
 Γ − 

∑
∫∑

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 1
0

1 2 1 1 1
10

1 2 1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

0

1 2

0 1

, , , , d

,
, , d

1

,
,0 , d

1

,
,0 , d .

1

p
jj

p
jj

p

j

j

j

j

jj
p

jj

p
jj
p

jj

j

j

A h h e t K t s f s Ns g s Ns s

K s
t f s Ns g s Ns s

K s
f s g s N s t

K s
f s g s N s h

a

a

a

a
t

N

a

a

γ γ

γ γ γ
γ σ

γ
γ σ

γ σ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

− −

− − −

− −

−

− −

−

+

=
+

=

+

=
+

=

+

=

+

=
−

+ = +

≥ +
−

≥ + ⋅
−

= + ⋅
−

∫

∫

∫

∑

∫

∑

∑
∑

∑
∑

 

令 

( )
( ) ( ) ( )( )

1
1 21

1 10 1
1

,
,0 , d ,

1

p
j jj
p

j jj

a K s
l f s g s N s

N a γ σ

ξ

ξ

+

=

+ − −
=

= +
−

∑
∫

∑
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( ) ( ) ( ) ( )( )
1

11 1
2 1 1 0

1

1 1 1 , ,0 d ,
1

p
jj

p
j jj

a
l s f s N g s s

N a
γ σ

γ σγ ξ

+

= − −
+ − −
=

 
 = + − +
 Γ − 

∑
∫∑

 

那么，根据条件(H5)，有 2 1 0l l≥ ≥ 。即 ( ) ,, h eA h h P∈ 。
 

(c) 我们证 ( ) ( ) ( ){ }1 2min ,ϕ λ ϕ λ ϕ λ= ， , ,: h e h eA P P E× → 是ϕ - ( ),h e 凹算子。 
令，对于 ( ),, , 0,1h eu v P λ∈ ∈ 由(H4)，易得 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1

1 1 1
0

1
1 20

1

0

1 , 1

, , 1 , 1 d

, , , d

, , , d 1

, 1 ,

A u e v e t

K t s f s u e g s v e s e t

K t s f s u s g s v s s e t

K t s f s u s g s v s s e t t e t

A u v e t

λ λ λ λ

λ λ λ λ

ϕ λ ϕ λ

ϕ λ ϕ

ϕ λ ϕ λ

− −

− −

+ − + −

= + − + + − −

≥ + −

≥ + − + −

= + −

∫

∫

∫

 

因此， , ,: h e h eA P P E× → 是ϕ - ( ),h e 凹算子。相应地，由引理 2.3 可知，算子 ( ),A z z z= 有唯一不动点
*

,h ez P∈ ，且 *z 是如下方程的唯一解： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) [ ]1* * *
0

, , , d , 0,1 .z t K t s f s z s g s z s s e t t= + − ∈∫  

进一步地，对于任意 0 0 ,, h ex y P∈ ，构造序列 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

1
1 10

1
1 10

, , , d , 1, 2,

, , , d , 1, 2,

n n n

n n n

x t K t s f s x s g s y s s e t n

y t K t s f s y s g s x s s e t n

− −

− −

 = + − =

 = + − =

∫

∫





 

可得， ( )*,n nx y z n→ → +∞ 。 
4. 例子 

考虑如下问题： 

( )

( )

1 1 1
2 2 2

5
7 2
2
0

1
3

5
2

1
2
0

77
24 137223

7 77 137 7
2 2

77
24 137223 1 12,

7 77 137 7
2 2

0

tD z t t x

t t y y

z D

+

+

−

      Γ              + − +          Γ Γ                

    Γ          + − + + + =        Γ Γ          

= ( ) ( ) ( )

( )

3 5
2 2
0 0

3 5 5
2 2 2
0 0 0

1

0 0 0 0,

1 1 .
2 3

t

z D z D z

D z t D z D z

+ +

+ + +

=
















 = = =

      = +          

                     (11) 

其中， 1 2 3
7 3 1 3 5, , 12, , , , 1 2
2 2 2 2 2

c v v v pγ σ= = = = = = + = ，例子中的函数按如下定义： 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.99182


邢高峰，张玲玲 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.99182 1554 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( )

( )

1 1 1
2 2 2

5 1
2 2

*

5
2

24 137 137, 23
7 7 77 7 7
2 2 2

77
24 1372, 23 1

7 77 137 7
2 2

e tt tf t x x x e t
e

t tg t y y y

−
     
             = − + = +               Γ Γ Γ                    

   Γ        = − + + +       Γ Γ          

( ) ( )

1
3

1
3

*
* 1

e t
y e t e

e

−

−    = + + +  
    

 

其中， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ]}{

5 7
1 2 2

*

23 24
7 77
2 2

137max : 0,1 0
77
2

Q c ce t t t t t
P

e t e t t

γ γ

γ σ γ γ γ
−= ⋅ − = −

− Γ Γ    Γ Γ   
   

= ∈ = >
 Γ 
 

 

取
( ) ( )

23
7
2

Q cN
P γ σ γ

= ⋅ =
− Γ  Γ 

 

。显然 ( ) ( )
5
2e t Nt h t≤ = 。 

相应地我们的例子满足定理 3.1 的全部条件，所以问题(11)有唯一解。 
对于任意 0 0 ,, h ex y P∈ ，构造序列 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

5 7
1

2 2
1 10

5 7
1

2 2
1 10

23 24, , , , 1, 2,
7 77
2 2

23 24, , , 1, 2,
7 77
2

,

2

n n n

n n n

x t K t s f s x s g s y s t t n

y t K t s f s y s g s x s t t n

− −

− −

= + − + =
   Γ Γ   
   

= + − + =
   Γ Γ   
  
















∫

∫





 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

5
2

1 2

5 55
2 2

*

2

5
2

, , 6 ,

, , where

,

1 7
, 0 1,

7
2

,

6 1
, 0 1.

7
2

n n

K t s K t s t K t s K t s

s t t s st
s t

K t s

s t
t

x x

s

y

= +


− − − + ≤ ≤ ≤  

→

 Γ 
 

= 
 − ≤ ≤ ≤  Γ  

 
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