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摘  要 

对计算数学领域的重要内容多元Lagrange插值的问题做出了研究。首先对定义于双曲抛物面上的多元

Lagrange插值下定义并对定义进行了简单的分析，随后，提出了迭加构造方法且对双曲抛物面上的结点

组能否构成插值唯一可解结点组给出了判定定理，对多元函数插值的意义进行了一些简单的分析，最终

通过三次分别选取不同的被插值函数与不同的双曲抛物面的方程对所得方法展开进一步的验证。 
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Abstract 
Multivariate Lagrange interpolation, an important content in the field of computational mathe-
matics, is studied. Firstly, the multivariate Lagrange interpolation defined on hyperbolic parabo-
loid is defined and the definition is simply analyzed. Then, the superposition construction method 
is proposed and the judgment theorem is given for whether the node group on hyperbolic para-
boloid can form the unique solvable node group of interpolation. The significance of multivariate 
function interpolation is simply analyzed. Finally, the method is further verified by selecting dif-
ferent interpolated functions and hyperbolic paraboloid equations three times respectively. 
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1. 引言 

近年来，有关实际生产生活中经常涉及到的多元函数插值的问题一直作为极其重要的内容被研究。

多元函数插值在点焊质量控制、油罐储油量测量等方面都具有广泛的应用[1]，关于多元函数插值的一个

基本问题就是多元函数插值的正则性问题，即多元函数插值的存在性与唯一性的问题。迄今为止，对此

问题国内外学者基本分为两个判别：其一为使用已知的结点组来构造次数尽可能低的对应的适定插值多

项式空间，其二为使用已知的插值多项式空间寻找唯一可解的插值结点组，对于科研生产中的某类问题，

虽然目前有关在整个空间进行插值及关于定义于空间中一般代数流形的插值结果较系统，但对于较高价

值的具体流形上的插值结果相对较少。 
双曲抛物面是直纹二次曲面中重要的代数曲面，它是通过直线运动产生的，并且它具有两族直母线，

由于它的这个特性，它的外观较为符合大众的审美，因此在生活中具有独特的应用[2]，例如其在建筑设

计方面应用尤其广泛，双曲抛物面型屋顶的结构设计，大跨度的屋顶结构，常用的有悬索结构，薄膜结

构，网壳结构，前两者以悬索为主支撑，后者则以杆件为主体。双曲抛物面型结构的屋顶具有便于建筑

排水、外形美观、结构稳定等优点。除此之外，双曲抛物面在宇宙学、电力工程中都有一定的应用，因

此研究双曲抛物面上的 Lagrange 插值的问题对生产生活的发展具有重要的意义。 

2. 基本定义和基本定理 

本文研究三维欧式空间 3R 中的双曲抛物面 ( )
2 2

3
2 2, , 2 x yF x y z R z

a b

  = ∈ = − 
 
上的 Lagrange 插值问题。 

首先引入若干基本概念。 

设 n 为非负整数，令 ( )3
nP 是全部关于 , ,x y z 的全次数为 n 的代数多项式组成的集合，即

( )3 3
dim

3n

n
P

+ 
=  
 

。 

定义 1 ( ( )3
nP 的插值唯一可解结点组) 

设
3

3
n

m
+ 

=  
 

，使 { }1

m
iA Q= 是 3R 中的 m 个互异点形成的集合，若对任意给定数组 }{ 1, ,if R i m∈ = � ，

恒存在唯一多项式 ( ) ( )3, , np x y z P∈ ，且有： ( ) , 1, ,i ip Q f i m= = � ，称 A 为 ( )3
nP 的一个唯一可解结点组。 

不妨设 ( ) ( )3
nP F 是 ( )3

nP 加了一个限制条件 F，以定义一为基础，以下将给出另一个定义。 
定义 2 (F 上的插值唯一可解结点组) 
设 F 如上定义， ( ) ( )3dim nm P F= ，称 }{ 1

m
i i

A Q F
=

= ⊂ 为 F 上的一个 n 次插值唯一可解结点组，若关

于任意给定的数组 }{ 1, ,if R i m∈ = � ，恒有多项式 ( ) ( )3, , np x y z P∈ ，且 ( ) , 1, ,i ip Q f i m= = � ， 
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( ) ( )3 3 3 2
dim

3n

n n
P F

n
+ + −   

= −   
   

。 

首先定义一叙述了实数域内的所有最高次数至 n 的三元多项式上的插值唯一可解结点组，定义二随

后将此多项式限制为双曲抛物面上并给出限制于双曲抛物面上的最高至 n 次的多项式上的插值唯一可解

结点组，在此基础上，我们也能够得到定义于双曲抛物面上的插值唯一可解结点组所包含的结点数是要

与插值空间的维数相等的，为了展开进一步的研究，下面将要介绍通过双曲抛物面法构造插值唯一可解

结点组的方法，这个尤为重要的方法我们通过先介绍构造 ( )3
nP 的插值唯一可解结点组的方法，再增加 F

这个限制条件，最终得出构造插值唯一可解结点组的方法。 
定理 1 (添加双曲抛物面法构造 ( )3

nP 插值唯一可解结点组)。 

设 m 由上定义，
5

3
n

r
+ 

=  
 

， { } 1

m
i i

A Q F
=

= ∉ 为 ( )3
nP 的一个唯一可解结点组，而 { } 1

r
i i m

B Q
= +

= 是 F 的

一个 2n + 次唯一可解结点组，则{ } 1

r
i i

Q A B
=
= ∪ 必构成 ( )3

2nP + 的唯一可解结点组。 

证明：设 ( ), , , 1, ,i i i iQ x y z i r= = � 。由于 B 为 F 的 2n + 次唯一可解结点组，由定义 2，对任意给定

数组 }{ 1, ,if i m r= + � 恒有多项式 ( ) ( )3
2, ,i np x y z P +∈ 且 ( )1 , 1, ,i ip Q f i m r= = + � 。 

又由 { } 1

m
i i

A Q F
+

= ∉ 关于 ( )3
nP 的一个唯一可解结点组，由定义 1 对任意数组 }{ 1, ,if i m= � 恒有多项

式 ( ) ( )3
2 , , np x y z P∈ 使 ( ) ( )1

2 2 2

2 2

, 1, ,
2

i i
i

f p Q
p Q i m

x yz
a b

−
= =

− +
� ，其中 ( ), ,i i ix y z 为 , 1, ,iQ i m= � 三维坐标，构造多

项式 

( ) ( ) ( )
2 2

1 22 2, , , , 2 , ,x yp x y z p x y z z p x y z
a b

 
 
 

= + − +  

显然 ( ) ( )3
2, , np x y z P +∈ 且 ( ) ( ) ( )

2 2

1 22 22 , 1, ,i i i i
x yp Q p Q z p Q f i r
a b


= + − + = =


 
 

� 。 

则由定义 1， A B∪ 为 ( )3
2nP + 的唯一可解结点组。 

定理 2 (添加圆锥曲线法构造 F 插值唯一可解结点组)。 
设 { }( )21

1

n
i i

A Q +

=
= 为 F 上 n 次插值唯一可解结点组，平面 ( ), ,p x y z A = ∅∩ 与 F 横截相交于圆锥曲线

( ), ,C x y z ，B 是 C 上一个 1n + 次唯一可解结点组，则 A B∪ 必构成 F 上的一个 1n + 次唯一可解结点组。 
添加圆锥曲线法是构造双曲抛物面上的插值唯一可解结点组的一个方法[3]。早在 1956 年，粱学章教

授第一次通过几何的手段解决了多元函数插值的唯一存在性问题，随后粱学章教授又给出了添加圆锥曲

线的方法来构造二元函数的插值唯一可解结点组。随着科技的迅速发展，由于多元函数插值的问题在生

产科研中应用甚广，例如在飞机机身设计、汽车与轮船的外形设计等方面多元函数插值的问题均存在一

定的应用。与此相关的内容一直作为计算数学领域的重要内容被研究，依据粱学章教授以及国内外学者

的探究得到的结论，我们也可以使用添加圆锥曲线的方法对构造三元函数上的 Lagrange 插值的唯一可解

结点组的问题做进一步的探究。 
对于沿双曲抛物面上的插值唯一可解结点组，我们给出下面的判定定理并给出判定定理的证明。 
定理 3 (F 上的 n 次插值唯一可解结点组判定定理) 
如果存在 ( ) ( )3, , np x y z P∈ ，且有 ( ) 0, 1, ,ip Q i m= = � ，满足条件的 ( ), ,p x y z 在双曲抛物面 F 上恒为零

的充分必要条件是 F 上的 ( )21m n= + 个互不相同的点{ } 1

m
i i

Q
=
能够做成定义于双曲抛物面 F 上的 n 次插值

唯一可解结点组。 
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证明：首先给出必要性的证明设 ( ) ( )3, , np x y z P∈ ，同时有 ( ) 0,i ip Q Q A B= ∀ ∈ ∪ 根据条件能够得到，

( ) 0,i ip Q Q F= ∀ ∈ 。进而，取 F 上的一个 n 次插值唯一可解结点组 A F⊂� ，有 ( ) 0,i ip Q Q A= ∀ = �，即

( ) 0,i ip Q Q A B= ∀ ∈ � ∪ ，又由 A B� ∪ 为 ( )3
nP 的插值唯一可解结点组，因此满足 ( ), , 0p x y z ≡ 。 

下面给出充分性的证明不妨令
3

3
n

r
+ 

=  
 

，取 { } 1

r
i i m

B Q F
= +

= ∉ 是 ( )3
2nP − 的唯一可解结点组，可断言： 

{ } 1

r
i i

Q
=
为 ( )3

nP 的唯一可解结点组。事实上，对任意{ } 1

r
i i

f
=
，因 { } 1

m
i i

A Q
=

= 是 F 的 n 次唯一可解结点组，故

有多项式 ( ) ( )3
1 , , np x y z P∈ 且 ( )1 , 1 ,i ip Q f i m= = � 。 

又有 B F∉ 且是 ( )3
2nP − 的唯一可解结点组，则存在多项式 ( ) ( )3

2 2, , np x y z P −∈ 有 

( ) ( )1
2 2 2

2 2

, 1, ,
2

i i
i

f p Q
p Q i m r

x yz
a b

−
= = +

− +
�  

则多项式 

( ) ( ) ( )
2 2

1 22 2, , , , 2 , ,x yx y z p x y z z p x y z
a b

p
 

= + − + 
 

�  

有 ( ) , 1, ,i iQ f i rp = =� � ，由定义{ } 1

r
i i

Q
=
为 ( )3

nP 的唯一可解结点组，在如上过程中取 0, 1, ,if i m= = � ，

那么上述的 ( )1 , , 0p x y z ≡ ，且此时 

( ) ( ) ( )
2 2

3
22 2, , 2 , , n

x yx y z z p x y z P
a b

p
 

= − + ∈ 
 

�  

满足定理条件的多项式，故由 ( )3
nP 中满足相同条件的多项式的唯一存在性有 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

3
22 2, , , , 2 , , n

xp yp x y z x y z z p x y z P
a b

 
= = − + ∈ 

 
�  

即在 F 上 ( ), ,p x y z 恒为零。 
上文我们所介绍的相关定义及定理主要是围绕三元多项式展开的，有关一元、二元多项式的插值问

题国内外学者已做出了较为系统完善的研究[4]，于是我们将研究对象转向更复杂的多项式的插值问题。

下面我们将对上述结论给出三个例子。 
有关结论的例子： 
例 1：首先我们先设出双曲抛物面以及被插值函数的方程，令上文中的双曲抛物面方程 F 中的

2 2 1a b= = 得到双曲抛物面的方程为 2 2 2 0x y z− − = ，再取一被插值函数为 ( ) 2 2 2

1, ,
1

f x y z
x y z

=
+ + −

， 

随后在双曲抛物面上取互不相同的九个点，取得九个点在空间中的点坐标分别为： ( )1 1,1,0M ， ( )2 1,1,0M − ，

( )3 1, 1,0M − ， ( )4 2,0, 2M ， ( )5 0, 2, 2M − ， ( )6 2,0, 2M − ， ( )7 0, 2, 2M − − ， ( )8 3,1, 4M ， ( )9 3,1, 4M − ，并在

双曲抛物面外取一点，其坐标为 ( )0 1,1,1M ，那么由双曲抛物面上互不相同的九个点以及双曲抛物面外的

一点构成一个点组，结合上文的定理一便知：点组 }{ 0 1 9, , ,M M M� 为 ( )3
2P 的唯一可解结点组，如图 1，

为求出这十个点上的二次插值多项式，我们将此二次插值多项式方程设为 

( ) 2 2 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, ,p x y z a x a y a z a xy a xz a yz a x a y a z a= + + + + + + + + +  

将适定结点带入 ( ) ( ) , 0,1, ,9i ip M f M i= = � 故有方程组 A X B∗ = 且有 
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 1 1 0 1
1 1 0 1 0 0 1 1 0 1
1 1 0 1 0 0 1 1 0 1
4 0 4 0 4 0 2 0 2 1
0 4 4 0 0 4 0 2 2 1
4 0 4 0 4 0 2 0 2 1
0 4 4 0 0 4 0 2 2 1
9 1 16 3 12 4 3 1 4 1
9 1 16 3 12 4 3 1 4 1

A

 
 
 
 − −
 

− − 
 
 =

− − 
 − − 

− − 
 
 
 − − − 

，

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

a
a
a
a
a

X
a
a
a
a
a

 
 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
  

，

0.5
1
1
1

0.14
0.14
0.14
0.14
0.04
0.04

B

 
 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
  

解方程组得到 

15
1

15
2

15
3

4

5

6

7

8
15

9
15

10

2.7922 10
4.6537 10

1.8615 10
0.2067

0.1033
0.2067
0.1550
0.4133
1.8615 10

7.4458 10

a
a
a
a
a
a
a
a
a
a

 = ×


= ×
 = − ×


= −
 =


=
 =


=
 = ×
 = − ×

 

代入可得 

( ) 15 2 15 2 15 2

15 15

, , 2.7922 10 4.6537 10 1.8615 10 0.2067 0.1033

0.2067 0.1550 0.4133 1.8615 10 7.4458 10

f x y z x y z xy xz

yz x y z

= × + × − × − +

+ + + + × − ×
 

 

 
Figure 1. The effect picture of hyperbolic paraboloid point taking 
图 1. 双曲抛物面取点效果图 
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下面取点(1, 1, 1)与(1, 1, 0)二者的插值结果是 0.6716，0.0516，二者的精确值分别为 0.51，因此通过

计算得到的误差分别为 1 0.6716 0.5 0.1716m = − ≈ ， 2 0.0516 1 0.9484m = − ≈ 。 
例 2：同上，首先我们先设出双曲抛物面以及被插值函数的方程，令上文中的双曲抛物面方程 F 中

的 2 1a = 且 2 2b = 得 到 双 曲 抛 物 面 的 方 程 为 2 24 2 0z x y− + = ， 再 取 一 被 插 值 函 数 为

( ) 2 2 2, ,f x y z x y z= + + ，随后在双曲抛物面上取互不相同的九个点，取得九个点在空间中的点坐标分

别为： ( )1 2,0, 2M ， ( )2 0, 2, 1M − ， ( )3 2, 4, 2M − ， ( )4 1.41,0,1M ， ( )5 1,1.41,0M ， ( )6 0,1, 0.25M − ， ( )7 1.41,2,0M ，

( )8 2.82,0,4M ， ( )9 0, 4, 4M − ，并在双曲抛物面外取一点，其坐标为 ( )0 1,0,0M ，那么由双曲抛物面上互

不相同的九个点以及双曲抛物面外的一点构成一个点组，结合上文的定理一便知：点组 }{ 0 1 9, , ,M M M�

为 ( )3
2P 的唯一可解结点组，如图 2，为求出这十个点上的二次插值多项式，我们将此二次插值多项式方程

设为 

( ) 2 2 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, ,p x y z a x a y a z a xy a xz a yz a x a y a z a= + + + + + + + + +  

将适定结点带入 ( ) ( ) , 0,1, ,9i ip M f M i= = � 故有方程组 A X B∗ = 且有 

1 0 0 0 0 0 1 0 0 1

4 0 4 0 4 0 2 0 2 1

0 4 1 0 0 2 0 2 1 1

4 16 4 8 4 8 2 4 2 1

2 0 1 0 1.41 0 1.41 0 1 1

1 2 0 1.41 0 0 1 1.41 0 1

0 1 0.0625 0 0 0.25 0 1 0.25 1

2 4 0 2.82 0 0 1.41 2 0 1

8 0 16 0 11.28 0 2.82 0 4 1

0 16 16 0 0 16 0 4 4 1
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 
 − − 
 − − − 
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 =
 
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 
 
 
 
 − − 
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 
 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 
 
 

，

1

2.82

2.24

4.90

1.73

1.73

1.03

2.45

4.90

5.66

B

 
 
 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 
 
 

解方程组得到

1
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5

6

7

8

9

10

0.5119

0.3576

0.2072

0.8723

0.5550

0.2835

0.4927

0.8829
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0.0046
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a

a

a
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a

a

a
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a

=


=


=
 = −
 = −


=


=
 =
 =
 = −

 

代入可得 

( ) 2 2 2, , 0.5119 0.3576 0.2072 0.8723 0.5550

0.2835 0.4927 0.8829 0.5915 0.0046

f x y z x y z xy xz

yz x y z

= + + − −

+ + + + −
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Figure 2. The effect picture of hyperbolic paraboloid point taking 
图 2. 双曲抛物面取点效果图 

 
下面取点(1, 0, 1)与(2, 1, 0)二者的插值结果是 1.2437，2.5243，二者的精确值分别为 2 ， 5 ，因此

通过计算得到的误差分别为 1 1.2437 2 0.1703m = − ≈ ， 2 2.5243 5 0.2882m = − ≈ 。 
例 3：首先我们还是先设出双曲抛物面以及被插值函数的方程，令上文中的双曲抛物面方程 F 中的

2 24, 1a b= = 得到双曲抛物面的方程为 2 24 8 0x y z− − = ，再取一被插值函数为 ( ) 2 2 2, , 2f x y z x y z= + + ，

随后在双曲抛物面上取互不相同的九个点，取得九个点在空间中的点坐标分别为： ( )1 0, 2, 2M − ，

( )2 2,1,0M ， ( )3 6, 2, 2M ， ( )4 2,1,0M − ， ( )5 2, 1,0M − − ， ( )6 0, 2, 2M − − ， ( )7 4,0, 2M ， ( )8 4,0, 2M − ，

( )9 3,0.5,1M ，并在双曲抛物面外取一点，其坐标为 ( )0 1,1,1M ，那么由双曲抛物面上互不相同的九个点以

及双曲抛物面外的一点构成一个点组，结合上文的定理一便知：点组 }{ 0 1 9, , ,M M M� 为 ( )3
2P 的唯一可解

结点组，如图 3，为求出这十个点上的二次插值多项式，我们将此二次插值多项式方程设为 

( ) 2 2 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, ,p x y z a x a y a z a xy a xz a yz a x a y a z a= + + + + + + + + +  

将适定结点带入 ( ) ( ) , 0,1, ,9i ip M f M i= = � 故有方程组 A X B∗ = 且有 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 4 4 0 0 4 0 2 2 1
4 1 0 2 0 0 2 1 0 1

36 4 4 12 12 4 6 2 2 1
4 1 0 2 0 0 2 1 0 1
4 1 0 2 0 0 2 1 0 1
0 4 4 0 0 4 0 2 2 1

16 0 4 0 8 0 4 0 2 1
16 0 4 0 8 0 4 0 2 1
9 0.25 1 1.5 3 0.5 3 0.5 1 1
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3
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3
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6
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解方程组得到 
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a
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a
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a
a
a
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 = − ×

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

= −
 = −


= −
 =


= −
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代入可得 

( ) 14 2 15 2 15 2 15 15

15 15 15 15 15

, , 3.0580 10 8.7370 10 3.5167 10 2.0532 10 1.0369 10

2.0532 10 2.0532 10 4.1057 10 7.5139 10 5.8538 10

f x y z x y z xy xz

yz x y z

= × + × − × − × − ×

− × + × − × + × − ×
 

下面取点(1, 1, 1)与(1, 1, 0)二者的插值结果是−9.2490，−2.0532，二者的精确值分别为 2， 3 ，因此

通过计算得到的误差分别为 ( )1 2 9.2490 7.2490m = − − ≈ ， ( )2 3 2.0532 3.7832m = − − ≈ 。 
 

 
Figure 3. The effect picture of hyperbolic paraboloid point taking 
图 3. 双曲抛物面取点效果图 

 

3. 结语 

本文在前部重点介绍了有关多元多项式插值的相关定义，对定义于双曲抛物上的 Lagrange 插值唯一

可解结点组问题进行了研究，提出了构造双曲抛物面上的 Lagrange 插值唯一可解结点组的相关定理，最后

选取三个不同的被插值函数与三个不同的双曲抛物面方程对有关的结论进行举例说明并对结论进行验证。

随着时代的进步，科技飞速发展，国内外学者在计算数学领域都不断有了新的突破[5]，在现代社会的各

个领域都广泛地存在着有关计算的问题，例如交通运输、文化教育、工农业生产等，同时，插值问题无

疑在计算数学领域占据着十分重要的地位，有关多元多项式插值的问题经常被用来解决生活中的实际问
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题，例如在一些图像的处理、某些产品表面的曲面的拼接等方面都需要构建若干个模拟曲面来完成。因

此，在多元多项式插值的领域我们还需要不断的研究，使多元多项式的插值在更大的范围内被应用并被

不断完善。 
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