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摘  要 

本文考虑了当保险公司在考虑相关索赔的基础上以破产概率最小化为目标时的最优投资及再保险问题。

假设保险公司是模糊厌恶的，并且被允许购买比例再保险来分散部分风险以及投资一种风险资产来实现

公司的盈余保值，其中风险资产的价格过程符合几何布朗运动。由此得到了Hamilton-Jacobi-Bellman
方程，并在此基础上通过对方程的求解得到了保险公司的最优投资和再保险策略及值函数的表达式。最

后本文给出了数值例子用以描述不同模型参数对保险公司的最优策略的影响。 
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Abstract 
This paper considers the optimal investment and reinsurance problem when an insurance company 
aims to minimize the probability of ruin while considering correlated claims. It is assumed that the 
insurer is ambiguity aversion and allowed to purchase proportional reinsurance to spread some 
risk and invest a risk asset is used to realize the company’s surplus preservation, and the price 
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process of the risk asset follows the geometric Brownian motion. From this, the Hamilton-Jacobi- 
Bellman equation is obtained, and on this basis, the optimal investment and reinsurance strategy 
and the expression of value function of the insurance company is obtained by solving the equation. 
Finally, numerical examples are given to describe the trend of the insurance company’s optimal 
strategy on the basis of different model parameters. 
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1. 引言 

在保险金融领域的研究中，以期望值准则来设定保险公司的保费往往与实际情况存在着一定的偏差。

并且对于保险公司的管理者来说，投保人在未来一段时间内的索赔变化与当前时刻的索赔变化是相同的，

即预期索赔通常与历史索赔存在着一定的相关关系，故保险公司可利用相关索赔来参考投保人的历史索

赔情况并对预期索赔进行预测。其中相关索赔是保险公司通过外推偏差即历史索赔的指数权重均值来预

测投保人的预期索赔额，故当索赔发生变化时，相关索赔的值也会对应发生变化。近些年，越来越多的

学者将相关索赔纳入到模型参考因素中。例如，文献[1]在参考相关索赔的基础上，分别以终值财富的指

数效用和均值方差效用最大化为目标，研究了保险公司的最优再保险问题。文献[2]以期望效用最大化为

目标，参考相关索赔定义保险公司的保费计算准则，并在此基础上考虑了保险公司的最优投资及再保险

问题。上述文章均以期望效用的最大化为目标，而除此目标外，破产概率最小化也是保险公司用来考虑

最优投资及再保险策略所选取的常见目标之一。例如，文献[3]描述了一种索赔过程符合布朗运动的最优

投资及再保险问题，文献[4]在文献[3]的基础上，考虑了当保险公司以破产概率最小化为目标时的最优投

资及再保险问题，其中保险公司可通过购买比例再保险来分散自身风险，并且可将其盈余投资风险资产

和无风险资产。文献[5]研究了风险投资的价格过程分别为符合 Henston 模型和几何布朗运动模型时的最

优投资及再保险问题。文献[6]在纯扩散模型下研究了当保险公司被允许购买比例再保险、投资无风险资

产和 Black-Scholes 风险资产时的最优策略问题。文献[7]在扩散渐近模型下研究了保险公司的最优投资及

再保险问题。文献[8] [9]均以最小化绝对破产概率为目标，分别研究了均值方差保费准则下模糊厌恶型保

险公司和模糊中立型保险公司两种情况下的最优投资及再保险问题。文献[10]研究了保险公司可购买比例

再保险以及投资两种无风险资产的最优投资及再保险问题。文献[11]则是以破产概率的贴现值最小化为目

标，在此基础上考虑了模糊厌恶型保险公司的最优再保险问题。文献[12]考虑了在非线性扩散模型下保险

公司的最优投资及保费控制问题，并分别得到了以期望效用最大化和破产概率最小化为目标时保险公司

的最优策略及值函数。文献[13]和[14]分别考虑了模型存在模糊性时保险公司分别以破产概率最小化和

drawdown 破产概率最小化为目标时的最优投资及再保险问题。 
在文献[2]和[5]的启发下，本文考虑了保险公司以破产概率最小化为目标并且参考相关索赔来设定保

费时的最优投资及再保险策略问题。本文在经典风险模型的基础上，由动态规划原理得到了 HJB 方程，

并通过对方程的求解得到了保险公司值函数表达式及最优策略。 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2022.116414
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


崔璨，王伟 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.116414 3873 应用数学进展 
 

2. 模型建立 

2.1. 模型假设 

设 { }( )0
, , ,t t

P
≥

Ω F  F 为完备的概率空间，P 为概率测度。首先，建立一个经典的 Cramér-Lundberg 模

型来描述保险公司的盈余过程 ( )X t ，即 

( )
( )

1
,

N t

i
i

X t x ct Y
=

= + − ∑                                   (1) 

其中 0c > 为经典模型下保险公司的保费利率， 0x > 为保险公司的初始盈余， ( ){ }, 0N t t ≥ 是一个强度为

λ 的齐次泊松过程描述了截止 t 时刻的累计索赔数量，{ }, 1, 2,iY i =  是恒为正的独立同分布的随机变量

且描述了索赔大小，其中 ( ){ }, 0N t t ≥ 和{ }, 1, 2,iY i =  相互独立， ( ) ( )2
1 2,i iE Y E Yµ µ= = 分别为保险公司

索赔额的一阶矩和二阶矩，且{ }, 1, 2,iY i =  具有相同的分布函数 ( )YF y 和密度函数 ( )Yf y 。为了符号简 

便性，不妨取 ( )
( )

1

N t

i
i

L t Y
=

= ∑ 为保险公司的累计索赔过程，且 ( )0 0Y = 。 

由文献[2]可得通过布朗运动逼近所得到的保险公司的累计索赔过程，即 

( ) ( )1 2 0d d d ,L t t W tλµ λµ= −                               (2) 

其中 ( ){ }0 , 0W t t ≥ 为概率测度 P 下的一个标准布朗运动。 
保险公司在制定新的保险合约时往往会参考顾客的历史索赔情况，即通过顾客的历史索赔记录来预

测未来一年时间里的索赔金额，并由此来设定新的保险合约中规定的投保人需缴纳的保费额。参考文献

[2]来定义相关索赔，即 

( ) ( ) ( )
0

e d d ,  0 1,
t

t st L s sδυ δ δ− −= − < <∫                          (3) 

且 ( )0 0υ = ，δ 为外推强度，利用历史索赔的指数权重均值来描述预期索赔，其中历史索赔的总权重为

( )

0

e d 1 e
t

t s tsδ δδ − − −= −∫ ，预期索赔的权重为 e tδ− 。设保险公司的保费率为 

( ) ( ) ( )( )1 1 11 e ,tc t tδη λµ υ−= + +                            (4) 

其中 1 0η > 为保险公司的安全负载。 
假设保险公司可以利用比例再保险来分摊自身风险。对 0t∀ > ，不妨设保险公司对风险暴露的自留

比例为 ( )a t ，保险公司分摊给再保险公司的风险暴露比例为 ( )1 a t− 。假设投保人的索赔情况对于再保险

公司来说是已知的信息，即再保险公司也会参考相关索赔来制定再保险保费，故再保险公司的保费率为 

( ) ( ) ( )( )2 2 11 e ,tc t tδη λµ υ−= + +                            (5) 

其中 2 0η > 为再保险公司的安全负载，且 2 1η η> 。 
则由(1)式，保险公司的盈余过程为 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2d 1 d d .aX t c a t c t a t L t = − − −                        (6) 

假设保险公司还可以利用公司盈余来投资风险资产来获取收益，且风险资产的价格过程服从几何布

朗运动，则风险资产的价格过程为 

( ) ( ) ( )1 1 1d d d ,P t P t t W tµ σ= +                              (7) 
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其中 , 0µ σ > 为常数。则由(6)式，可得保险公司的财富过程为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )1

1

d
d d .u aP t

X t t X t
P t

π= +                              (8) 

其中 ( )tπ 刻画了 t 时刻保险公司在风险资金上投入的金额。 
为了确保保险公司的相关索赔是有限的，由文献[2]给出如下引理 
引理 1 对 0t∀ > ，有 

( ) ,t Mυ ≤  

其中 M 为一非负常数。 
在引理 1 的条件下，对(3)式求微分，可得 

( ) ( ) ( )d d d .t t t L tυ δυ δ= − +                              (9) 

在经典 C-L 模型的基础上加入相关索赔后，(2)式变为 

( ) ( )( ) ( )1 2 0d e d d ,tL t t t W tδ λµ υ λµ−= + −                       (10) 

通过(4)~(8)，(10)式，可以得到保险公司的财富过程为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1 1 2

1 2 2 1 2 0 1

d
d d

d d 1 d d

           e d d d .

u a

t

P t
X t t X t

P t

t t W t c t a t c t t a t L t

t a t t t a t W t t W tδ

π

π µ σ

µπ η η η λµ υ λµ π σ−

= +

 = + + − − −    
 = + − + + + + 

   (11) 

设 ( ) ( )( ),t a tα π= 为可行策略，且保险公司以最小化破产概率为目标，首先对保险公司的破产概率

做出定义 

( ) ( )( )0 .x P X xα αψ τ= < ∞ =  

其中 ( ){ }
0

inf :
t

t X t cατ ≥
= < 为保险公司在策略α 下资金首次低于阈值 c 的时刻。 

2.2. 模型模糊性及目标函数 

为求得最优策略，对模型的目标函数做出如下定义 

( ) ( )inf ,
A

x xαα
ψ ψ

∈
=  

要想求得问题的最优解，需要保险公司在概率测度 P 上建立的参考模型足够精确，而参考模型往往是由

保险公司通过各种渠道所获得信息建立的，与现实情况往往具有差异，为了规避模型模糊性所带来的风

险，保险公司通常会采用替代模型来进行计算。假设保险公司是模糊厌恶的且并不信任参考模型 P，并

选用了与参考模型 P 等价的替代模型 Q 来进行计算。 
设替代模型集为 { }| ~Q Q P=Q 。由 Girsanov 定理可知对任意替代概率测度Q∈Q均存在一个循序

可测的过程 

( ) ( ) ( )( ) [ ]{ }, | 0, ,Q t m t n t t Tθ = ∈  

并且满足 Novikov 条件 

( ) 2

0

1exp d ,
2

T

E s sθ
    < ∞  
   

∫  
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其中 

( ) ( ) ( )2 2 2 .t m t n tθ = +  

使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 1

0 0

d 1exp d d d .
d 2

t tQ t m s W s n s W s m s n s s
P

θ  
 = Λ = + − +     

 
∫ ∫        (12) 

根据 Girsanov 定理，可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0

1 1

d d d ,

d d d ,

Q

Q

W t m t t W t

W t n t t W t

 = +


= +
                            (13) 

其中 ( ) ( ){ }0 1,Q QW t W t 为概率测度 Q 下的标准布朗运动，则由(9)~(11)，(13)式可以得到概率测度 Q 下的财

富过程与相关索赔为 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 2 2 1 2

2 0 1

1 2 2 0

d e

               d d d ,

d e d d .

Q t

Q Q

Q t Q

X t t a t t a t m t

t n t t a t W t t W t

t m t t W t

δ

δ

µπ η η η λµ υ λµ

σπ λµ σπ

υ δ λµ δ λµ δ λµ

−

−

 = + − + + +
 + + + 


= − −

         (14) 

再将(13)式代入(12)式，可得相对熵为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 1

0 0

d 1exp d d d .
d 2

t t
Q QQ t m s W s n s W s m s n s s

P
θ  

   = Λ = + + +    
 
∫ ∫      (15) 

由于模型存在模糊性，引入(15)式来刻画模型的罚函数 

( ) ( ) ( )2 2

0

d 1| ln d .
d 2

t
Q Qt

t t
t

Q
h Q P E E m s n s s

P
  

 = = +    
   

∫               (16) 

由上式可以看到(16)式的大小与模型的偏差大小有关，即偏差越大，惩罚越大。 
同理可以得到，保险公司在概率测度 Q 下的破产时刻为 

( ){ }
0

inf : ,Q Q

t
t X t cατ ≥

= <  

破产概率为 

( ) ( )( ), 0 .Q Q Qx P X xα αψ υ τ= < ∞ =  

最优鲁棒投资再保险的破产概率函数为 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
0

, inf sup , d .
Q

Q Q Q Q Q

A Q
x x E X s Z s s

ατ

αα
ψ υ ψ υ φ ψ ξ

∈ ∈

    = − 
    
∫

Q
            (17) 

定义 1 (可容许策略)：对 [ ]0,t T∀ ∈ ，保险公司的投资再保险策略 ( ) ( ) ( )( ),t t a tβ π= 为可容许策略，

则需 
1) ( ) ( ),a t tπ 是关于{ } 0t t≥

F 循序可测的； 
2) ( ) [ )0,a t ∈ +∞ ； 

3) ( ) ( ) ( )2 2

0

d | ,
T

Q Q
tE s a s s X x tπ υ υ

 
 + = = < ∞  

 
∫ ； 
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4) ( ) ( ) ( )( )* * *,t t a tα π∃ = 为满足(17)式的唯一最优解。 
注 1 (17)式中 ( )1 2,ξ ξ ξ= ， ( ) ( ) ( )( )T2 2,Z t m t n t= ， ( )xφ 为一标准化函数，对惩罚进行刻画。 
注 2 ( )1,2i iξ = 是用来衡量保险公司的模糊厌恶程度的参数。当 iξ → ∞时，则保险公司对于替代模

型充分信任。 
注 3 所有满足可采纳策略的策略集为 ( ) ( )( ) [ ]{ }, | 0,B t a t t Tπ= ∀ ∈ 。 

3. 值函数及最优策略 

为了求得在最小化破产概率目标下保险公司的最优投资、再保险策略及最优值函数，对于 [ ]0,t T∀ ∈ ，

不妨设存在函数 ( ) [ ]( )2 2,V x υ ×
+∈ ×   ，参考文献[15]，可得 HJB 方程为 

( )( ){
( ) ( )

( )

1 2 2 1 2

2 2 2
2 1 2

2 2 2
2 2 1 2

inf sup e

1             e
2
1 1            0.
2 2

t
xA Q

t
xx

x

a a m n V

a V m V

V aV m n V

δ

α

δ
υ

υυ υ

µπ η η η λµ υ λµ σπ

λµ σ π δ λµ δ λµ

λµ δ λµ δ ξ ξ

−

∈ ∈

−

 + − + + + + 

+ + + −

+ − − + =


Q

              (18) 

通过求解(18)式，可得保险公司的最优投资及再保险策略及其最优值函数。 
定理 1 设 ( ) [ ]( )2 2,V x υ ×

+∈ ×   ， [ ]( )2 0,f C υ∈ ，则保险公司的最优投资及再保险策略为 

( ) ( )2 2 1
1*

2
2

1

*

2

2

11 e
,

11

.
11

tx c ff f f
a

f

f

δ
υ υλµ δ η λµ υ

ξ

λµ
ξ

µπ
σ

ξ

−
   

+ − − + +   
   =   +  

  

 =
  

+  
  

                (19) 

最优值函数为 

( ) ( )( ), e ,f x cV x υυ − −=                                   (20) 

其中 c为一阈值，且 

( ) ( )
1

1 2 22
2 1

2 20

2 1 e
exp d .

t

f C C s s s
δυ µ η η

υ
µ δ λµ δ

−
−   +  = − − − +  

      
∫              (21) 

其中 
( )

( )

2 2
2 1 2 1

1 2 2 2 2 2
2 1 2

2

2 1

1 2 1
2 2 2 2 22

1 2

2
2

2 1

4 e
,

e
1 11 1

2 e
.

e
1 11 1

t

t

t

t

C

C

δ

δ

δ

δ

η η η λµ
δµ µ δλ µ η

σ λ
ξ ξ

η η λµ
λ µ ηµ

σ λµ
ξ ξ

−

−

−

−

 −
=

 +    
+ +    

    


− =
 +

    + +   
   

                            (22) 

证明 
由一阶条件，可通过(18)式得到最大偏差 
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2 2*

1 1

*

2

,

.

x

x

a V V
m

V V
V

n
V

υλµ λµ δ
ξ ξ

σπ
ξ


= −



 =

                              (23) 

由(18)、(23)化简可得 HJB 方程 
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由一阶条件可得保险公司的最优策略 ( )* * *,aα π=  
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将上式代入(24)式并化简可以得到 

( )( )

( )

22
2 2

1 2 1 1 2
1

2

2 2 1 2 2
1

2 2
2

2
1 2

1e e
2 2

e
1 1 0
2 2

t t
x

tx
x x

x

x x
xx xx

V
V V V

V

V VV V
V V

V VV V
V V

δ δ υ
υ υυ

δυ
υ

λµ δ
η η λµ υ δ λµ λµ δ

ξ

λµ δ η λµ υ
ξ µ

λµ σ
ξ ξ

− −

−

− + + + −

  
+ − +  

  − + =
   

+ +   
   

             (26) 

为了对(26)式进行求解，不妨猜解为 

( ) ( )( ), e ,f x cV x υυ − −=  

其中 ( ) 0f υ > ，且满足边界条件 ( ) ( ), 1, , 0V c Vυ υ= ∞ = 。 
由(20)式可以得到 
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将(27)式带回(25)式，可得最优策略为(19)式。 
将(27)式带回(26)式，可得 
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            (28) 

为了对(28)式进行求解，取 ( ) ,1x c− 的系数为 0，并对其进行划分 

( )
2

1 2 2 2 1
1e e 0,
2

t tf
f f f

f
δ δυ

υ υυ υλµ λµ δ λµ δ η λµ υ− −− − + − + =                   (29) 

( )( )

( ) ( )

22
2

2 1 1 2
2 2

2 1

22
2 1 2

1

2
1 1

1e
21 12 1 1

e
e 0.

1 12 1 1

t

t
t

f
f

f

f
f

δ υ

δ
δ υ

µη η λµ υ λµ δ
σ

ξ ξ

η λµ υ δη
λµ υ

λµ
ξ ξ

−

−
−

− + − −
   
+ +   

   

+
− + + =

   
+ +   

   

                 (30) 

首先，对(29)式求解，不妨在等式两边同时除以 fυ ，可以得到 
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再化简，可得 
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再对等式两边同时求积分 
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再变形，可得到 
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其中 0
1 eCC = 。对(31)式再次积分，可得 
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∫                    (32) 

其中 2 0C ≠ ，并且对(32)式再次整理可得(21)式。 
接下来对(30)式进行求解，化简可得 
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由于 [ ]( )2 0,f C υ∈ ，不妨取 0υ = ，由(31) (32)式可得 
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不难看出(34)式中各项系数均为正，则可得 

( )
2 2 2 22
2 1

2 1 1 2 2
2

2
2 1

2
2 1 2

1 2 1

1 1

e
e

1 12 1 2 1

e
0.

1 12 1 1

t
t

t

C C

C C C

δ
δ

δ

η λ µµη η λµ
σ λµ

ξ ξ

λµ δ λµ δη

ξ ξ

−
−

−

  
  
  − + +      + +           
 
 
 + + =    

+ +    
     

 

又由于 1 2, 0C C ≠ ，不妨取系数为 0，则可得方程组为 
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对上述方程组求解，可以得到(22)式。 
再将(21) (22)代入(20)式可得保险公司在破产概率最小化目标下的值函数表达式。 

4. 数值例子 

不妨取定参数为 1λ = ， 1 0.5µ = ， 2 0.25µ = ， 1 0.2η = ， 2 0.5η = ， 0.1µ = ， 0.05σ = ， 1 0.25ξ = ， 2 0.3ξ = 。

由于不同大小的x表示保险公司具有不同大小的初始盈余，而不同大小的υ会使保险公司产生不同的保费率，
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从而影响保险公司的最优再保险、投资策略。为了考虑不同的 x 及υ对保险公司的最优策略产生的影响，本

节利用定量分析法来分别考虑不同模型参数发生变化时对保险公司的最优策略的影响。故分别取定不同的模

型参数条件，利用 Matlab 判断不同的初始盈余 x 和相关索赔υ分别对最优投资及再保险策略的影响。 
为了判断不同υ对 ( )*a t 的影响，不妨取定 0.25δ = ， 2x = ， 0.5c = 。在不同时刻随着相关索赔υ的

增加，最优再保险比例 ( )*a t 会随之降低，见图 1。即当相关索赔越大时，保险公司收取的保费也会随之

提高，从而使部分投保人去寻求更加符合其预期的保险合约。又由于模型假设投保人的索赔情况对于保

险公司和再保险公司都是已知的信息，即当相关索赔增加时，再保险公司向保险公司收取的保费也会随

之增加，而再保险保费的增加也会使保险公司选择降低再保险比例，改变其再保险策略。 
 

 
Figure 1. The influence of correlated claims on optimal reinsurance strategy 
图 1. 相关索赔对最优再保险策略的影响 
 

为了判断不同的 x 对 ( )*a t 的影响，不妨取 0.15υ = ， 0.25δ = ， 0.5c = 。在不同时刻，随着初始盈

余 x 的增加，最优再保险比例 ( )*a t 也会随之增加，见图 2。即保险公司的初始资金越大，保险公司能够

负担转移自身风险暴露的资金就越高，从而保险公司就会倾向于参考自身资金情况来增加再保险比例，

从而降低自身风险暴露。 
 

 
Figure 2. The influence of initial surplus on optimal reinsurance strategy 
图 2. 初始盈余对最优再保险策略的影响 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.116414


崔璨，王伟 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.116414 3881 应用数学进展 
 

为了判断不同υ对 ( )* tπ 的影响，不妨取 0.5δ = 。不难看出，随着相关索赔υ的增加，风险投资金额

( )* tπ 会随之降低，见图 3。保险公司参考历史索赔的外推权重越大时，保险公司对预期索赔的预测值就

越大，保险公司会倾向于保留更多的盈余来面对可能的风险暴露，因此保险公司投资风险资产的资金就

会随之降低。 
 

 
Figure 3. The influence of correlated claims on optimal investment strategy 
图 3. 相关索赔对最优投资策略的影响 

5. 结论 

本文考虑了保险公司在模型存在模糊性时以破产概率最小化为目标并参考相关索赔时的最优投资再

保险问题。假设保险公司会参考历史索赔情况来对预期索赔进行预测，并依据预期索赔来制定保费。则

在此背景下，本文考虑了保险公司的相关索赔以及初始盈余对最优投资再保险策略的影响，并得到了相

应的最优策略以及值函数的表达式。 
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