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摘  要 

随着通信网络规模的日益扩大，对通信网络的可靠性提出了更高要求，因此针对提高通信效率的路径设

计及其优化问题的研究具有广阔的应用前景。通信网络中存在着各种干扰因素，并且由于通信网络中节

点的数据处理能力以及信息交互能力有限，所以与该节点同时进行通信的节点个数也是有限的。基于上

述分析，该文章主要考虑节点容量和节点间高效通信的概率，构建点、边赋权的网络模型，并提出度限

制条件下的最大概率红蓝恢复树问题，旨在最大化源点与任意汇点间的两条点不交容错路径的传输总概

率。在路径优化过程中，利用耳分解和点插入法设计有效多项式算法构造出包含所需路径的最大概率红

蓝恢复树，得到满足度限制的高效传输路径。最后，通过实例仿真验证了该算法能够提供通信网络中稳

定且具有容错性的有效路径设计方案。 
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Abstract 
With the increasing scale of communication network, higher requirements are put forward for the 
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reliability of communication network. Therefore, the research on path designs and related opti-
mization problems for improving communication efficiency has broad application prospects. 
There are various interference factors and due to the limited data processing ability and informa-
tion interaction ability of nodes in the communication network, the number of nodes communi-
cating with one node at the same time is also limited. Based on the above analysis, this paper 
mainly considers the capacity of nodes and the probability of efficient communication between 
nodes, and constructs a network model with node and edge weights; then, proposes the maximum 
probability red/blue recovery trees problem under degree constraints, which is aiming to maxim-
ize the total transmission probability of two node disjoint fault tolerant paths between source 
node and any sink node. In the process of path optimization, ear decomposition and node inser-
tion are used to design an effective polynomial algorithm to construct a maximum probability 
red/blue recovery trees containing the required path, and an efficient transmission path satisfy-
ing the degree constraints is obtained. Finally, the simulation results show that the algorithm can 
provide a stable and fault-tolerant path design scheme in the communication network. 
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1. 引言 

在通信网络被广泛应用且规模不断增大的背景下，日益扩充的网络规模，使得原本有限的网络容量

以及频率资源更加紧张，进而使两者出现难以调和的矛盾。因此，各种频率紧密复用技术应运而生，使

得网络容量以及频率利用效率提升的同时，也增大了网络干扰发生的概率。随之带来的网络稳定问题也

日益引起重视。在多方面不确定因素的干扰下，特别是网络中节点间距离和网络环境的变化使得在外部

干扰下提高成功通信的概率受到关注[1] [2]。文献[2]建立了随机网络最大概率路径问题的数学模型，然

后结合该问题的特点，设计了一种改进的蚁群算法，为求解满足一定时间限制下随机网络最大概率路径

问题提供了一种快速、可行的方法。故而，本文在通信网络的背景下，主要考虑网络中节点间成功实现

通信的概率，并将其以边赋权函数的形式运用于网络模型中。另一方面，由于网络的承载力有限并且其

节点的数据处理能力以及容量也是有限的，通过与图中顶点度的限制条件[3] [4]相结合，本文针对网络模

型中的节点运用度限制条件，得到了点赋权函数。因此将点、边赋权的无向图作为网络模型。 
该模型不仅适用于通信网络，也可应用于量子网络。因为量子网络的通信是基于量子纠缠[5]的成功

建立，并且成功率是基于与保真度相关的概率密度函数积分的形式得出[6] [7]，从而得到网络中值为概率

的边赋权函数。同时，量子网络中每个节点所含量子位个数也是有限的[8] [9]，为避免资源争用，可将值

为量子位个数的度限制函数作用于节点，这样量子网络便可建模为一个点、边赋权的无向图，建立优化

问题模型。 
大规模网络中，节点故障的发生是不可避免的，故障的存在必然会对网络连通能力造成损害，甚至

导致整个网络系统的瘫痪，而被动应对故障干扰是不够的，所以设计高容错性传输路径势在必行[10] [11]，
而设计不交路径是提高容错性的重要方法。文献[11] [12] [13] [14]分别研究了不同网络模型以及不同性能

约束条件下的不交路设计和优化问题。其中，文献[11]是在图中找两条从不同源点到不同汇点的不交路。
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文献[12]则提出了计算 k 条不相交限制最短路径的高效近似算法。 
在上述研究的基础上，为同时得到源点和任意节点间的点不交路径，文献[15]在文献[16]和[17]的基

础上对构建红蓝恢复树(一对独立生成树)进行了研究，进一步提出了提高网络保护质量(QoP)和网络服务

质量(QoS)的快速算法并且具有较低的时间复杂度。近年来，文献[18]在高度可扩展的数据中心网络中并

行构造多个独立生成树并应用于数据传输中，文献[19]通过冗余树建立了高效的多路由路径。 
基于上述研究，本文在通信网络的背景下，将红蓝恢复树构建、传输概率、节点容量相结合，进一

步设计了满足实际需求的有效容错路径。首先，构建点、边赋权的网络模型，当对红蓝树的节点提出度

限制条件时，定义最大概率红蓝树的优化问题。其次，先利用点插入法得到源点到其余所有节点的两条

最大概率节点不交路径，并在此基础上，再利用耳分解的方法[20]将上述不交路经进行组合优化，设计了

在通信网络中构建大概率红蓝树的多项式时间算法。最后，通过实例仿真说明算法得到的满足度限制的

大概率红蓝树具有很好的优化效果，能够充分满足实际应用的需求。 
本文结构如下：第二节对基本概念进行了阐述并建立了问题模型；第三节提出算法并计算了算法的

时间复杂度，同时在第四节中对算法进行实例说明并给出了算法的主要结果；第五节总结全文。 

2. 问题提出及模型建立 

依据问题研究背景，网络模型用一个点、边赋权的无向图依据问题研究背景，网络模型用一个点、 
边赋权的无向图 ( ) ( )( ), , ,G V E Q v w e= 来表示，其中 { }: 1, 2, ,iV v i n V= = = 是节点集，图的边集合为

{ }: ,
i jv v i jE e v v V= ∈ ， ( )Q v 和 ( )w e 分别为非负点、边赋权函数，用以表示每个节点的容量值以及边的

高效传输概率。设 ( )W G 为 n 阶方阵，其中任意元素 [ ][ ]W i j 表示经过 G 中路径从节点 iv 到节点 jv 能够

成功传输的最大概率值。图 G 中节点 v 的邻点数记为 ( )Gd v  [21]。 

在文献[22]中，Medard 等人提出了称为 MFBG 的方案，即：在网络冗余的前提下，设计根节点为 r
的一对有向生成树 R

rT 和 B
rT ，满足：对于根节点 r 与任意节点 v，若将两棵树上两点之间的连接路径分别 

记为 ( ), , R
rpath r v T 和 ( ), , B

rpath r v T ，则这两条路径是内部节点不相交的。 R
rT 和 B

rT 分别被称为红树和蓝

树。本文根据节点容量有限性，进一步对红蓝树提出“度限制条件”，要求： ( ) ( )R B
r rT T

d v Q v
∪

≤ 。 

下面对于路径的概率计算则利用函数 ( )w e 得到计算公式： ( ) ( )( )( ), , , R
r

R
r v r e E path r v TP T w e

∈
=∏ 。同理，路

径 ( ), , B
rpath r v T 的概率为： ( ) ( )( )( ), , , B

r

B
r v r e E path r v TP T w e

∈
=∏ 。因此 ( ) ( ) ( ), , ,

R B
r v r r v r r v rP T P T P T= + 为红蓝树中

从 r 到 v 的两条点不交路径的概率之和，我们希望找到能够使得红蓝树概率和 ( ) ( ),r r r v rv rP T P T
≠

= ∑ 达到 

最大值的满足度限制条件的红蓝树设计方案。 
接下来，在一个给定的点、边赋权的无向图 ( ) ( )( ), , ,G V E Q v w e= 中，本文研究的路径优化问题具体 

定义如下： 
定义 2.1 (MPNDP 问题)给定一个无向图 ( ) ( )( ), , ,G V E Q v w e= ，令 r V∈ 为源点，寻找从 r 到其余所 

有顶点的满足度限制条件的两条概率和最大的点不交路，称为最大概率点不交路(Maximum probability 
node-disjoint paths (MPNDP))问题。 

基于上述问题可进一步研究度限制条件下最大概率红蓝树问题。 
定义 2.2 (DMPRBT 问题)给定一个无向图 ( ) ( )( ), , ,G V E Q v w e= 和一个根节点 r，在 G 中构建满足度

限制条件的红蓝树 R
rT 和 B

rT 使得 ( )r rP T 达到最大的问题，称为度限制条件下最大概率红蓝树

(Degree-constrained maximum probability red/blue trees (DMPRBT))问题。 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.122073


刘银惠，张淑蓉 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.122073 721 应用数学进展 
 

3. 算法设计 

在本节中，我们针对上述提出的两个问题，设计了相应算法，其中算法 1 得到根节点 r 到其他点 v
的两条最大概率点不交路，算法 2 得到图 G 的一对根节点为 r 的最大概率红蓝树。 

3.1. MPNDP 算法 

算法 1 MPNDP 算法 
输入 图 ( ) ( )( ), , ,G V E Q v w e= 概率矩阵 W 根节点 r 

输出 根节点到其他点的两条最大概率不交路 
阶段一：先找到图中根节点到其他点的最大概率路，记为 ( )1 , ,path r v G 。 

1. 初始化 ( ) 0Gd v = ，对于每个 { }\it V r∈ 且 ( ) 1iQ t ≥ 的节点，考虑其余顶点 { }\ , ik V r t∈ 且

( ) ( )Gd k Q k≤ 。 

2. 令 ( ) [ ][ ],f i j W i j= 。 

3. ( ) ( ) ( ) ( ){ }, max , , , ,i i if r t f r k f k t f r t= ⋅ 。 

4. ( ) ( ) 2G Gd k d k= + ， ( ) ( ) 1G i G id t d t= + ， ( ) ( ) 1G Gd r d r= + 。 

5. 循环执行以上步骤直到找到所有 r 到 it 的最大概率路经，并且记该路径为 ( )1 , ,ipath r t G ，同时更

新 ( ) ( ) ( )GQ v Q v d v= − 。 

阶段二：找图 G 中根节点到其他点除 ( )1 , ,ipath r t G 外的最大概率路，记为 ( )2 , ,ipath r t G 。 

6. 令 ( ){ }1\ : , ,
i j i ji v v v v iG G e e path r t G= ∈ 。 

7. 在 iG 中进行阶段一的步骤，找到路径 ( )2 , ,ipath r t G 。 

MPNDP 算法分为两个阶段。在阶段一中我们先利用类似于 Floyd 算法[22]中插点法和[23]中 Dijkstra
算法的思想找到图 G 中根节点 r 到其余所有点的最大概率路。对于每个非根节点的 { }\it V r∈ ，我们首先

判断该点的度函数限制函数 ( )iQ t 是否大于等于 1，若不是则说明该点没有度去和其它节点建立通信，否

则我们进行以下步骤：考虑顶点 { }\k V r∈ ，若该点的度 ( ) ( )Gd k Q k≤ ，我们定义函数 ( ) [ ][ ],f i j W i j= 表

示点 i 到点 j 的路径概率。在步骤 3 中比较 ( ) ( ), , if r k f k t⋅ 与 ( ), if r t 的大小，若前者大于后者，我们将

( ), if r t 更新为 ( ) ( ), , if r k f k t⋅ ，否则不更新，并且将该路径上节点的度函数更新。最后，记录找到的 r
到 it 的路径为 ( )1 , ,ipath r t G ，当找完所有除 r 外的点的 1path 后阶段一结束。 

在阶段二中我们将每个 { }\it V r∈ 对应的路径 ( )1 , ,ipath r t G 中包含的边在G 中删去得到一个新图 iG ，

注意这里每个 it 对应一个 iG ，并且每次都是从 G 中进行删边而非 1iG − 。然后在 iG 中进行阶段一对 it 的步

骤，从而找到除 ( )1 , ,ipath r t G 外的“最大概率”路径 ( )2 , ,ipath r t G 。 
定理 3.1.1 算法 1 的时间复杂度为 ( )2O n 。 
证明假设图 G 有 n 个顶点，即： V n= 。在阶段一中，对于每个顶点 v 作为目标节点 it 时，我们考

虑其余顶点 { }\ , ik V r t∈ ，并比较 ( ), if r t 与 ( ) ( ), , if r k f k t⋅ 的大小，这需要 ( )2O n 的复杂度。在阶段二中，

我们在 iG 中进行与找路过程，同理需 ( )2O n 的复杂度。因此，算法 1 共需 ( )2 2O n n+ 的复杂度，即 ( )2O n 。 

3.2. DMPRBT 算法 

耳分解是一种对图的分解方法，即将图分解为一个环和若干个耳。图论[24]中耳的定义就是一条极大

的路径。在 2-连通图 ( ) ( )( ), , ,G V E Q v w e= 中通过耳分解我们将其可以分解为一系列 2-连通图，即

0 1 kG G G⊂ ⊂ ⊂ ，其中 ( )0 0 0,G V E= ， { }0V r= ， ( ),k k kG V E= ， kV V= 。对于每个 1,2, ,i k=  ：

https://doi.org/10.12677/aam.2023.122073
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1i i iG G ear−=  ，其中 iear 是一条 ix 到 iy 的路径，即 { }i i iear x v y= − − − −  ，并且 1,i i ix y V −∈ ，

{ }1 ,i i i iear V x y− = ，满足这样条件的 iear 叫做耳。耳在图中有两种不同形式，当 i ix y= 时，耳为一个环；

当 i ix y≠ 时，耳是一条 ix 到 iy 的简单路。例如在第三节中图 1(a)所示的实例中，当 i ix y= 时，

{ }1 2 4 1ear = − − − 为一个环；当 i ix y≠ 时，例如 { }2 3 4ear = − − 是一条 2ix v= 到 3iy v= 的简单路。 
DMPRBT 算法是在 MPNDP 算法的基础上利用耳分解来构建最大概率红蓝树的过程。首先将 R

rT 和

B
rT 设为空集， { }0V r= 为耳分解第一个子图 0G 的顶点集。然后运用 MPNDP 算法找到 r 到其余各点的两

条节点不交路，分别将两条路按以下规则加入两个红蓝树集合 R
rT 和 B

rT 。算法步骤 3~7 是将路作为耳添

加到红蓝树中的过程，将 i 初始化为 1，当 1\ iV V − 不是空集时，我们将 r 到 V 的两条节点不交路分成两个

片段，其中我们只考虑未被添加到 R
rT 和 B

rT 的部分。如步骤 4 所示，假设 

( ) { }1 1, , k ipath r v G v a a x r= − − − − − −   (注意，该片段无方向)，我们考虑片段 

{ } ( )1 1 , ,k iv a a x path r v G− − − − ⊆ ，其中 1i ix V −∈ ， 1 1, , k ia a V −∉ ，这意味着片段{ }ix r− − 已经被添

加到了 R
rT 和 B

rT 。同理，对于 ( )2 , ,path r v G ，我们只考虑片段 { }1 l iv b b y− − − ，其中 1i iy V −∈ ，

1 1, , l ib b V −∉ 。因此，如果片段{ }1 1i k l ix a a v b b y− − − − − − − −  满足构成耳的条件，在步骤 6 和 7 中我

们将这一对节点不交路添加到 R
rT 和 B

rT 中，此时计算分别将两条节点不交路放入不同红蓝树集合中的概率值

之和，即： ( ) ( )1 2
, ,
path pathB R

r v r r v rP T P T+ 与 ( ) ( )1 2
, ,
path pathR B

r v r r v rP T P T+ ，若前者大于后者，则将片段{ }i k lx a b→ → →

添加到 B
rT 中，而片段{ }k l ia b y← ← ← 添加到 R

rT 中；否则我们交换添加顺序如步骤 7 所示。添加结束

后我们更新 1i i iG G ear−=  并且更新 1i i= + 继续添加下一个耳，直到 1\ iV V − 为空集时算法结束。 

算法 2 DMPRBT 算法 
输入 算法 1 得到的最大概率路集合 
输出 一对根节点为 r 的最大概率红蓝树 
1. 初始化 R

rT 和 B
rT 为空集， ( ) ( )( )0 0 0, , ,G V E Q v w e= 其中 { }0V r= ， ( )uN 为顶点 u 的邻点集。 

2. 当 1i = 时，将 ( )1 , ,path r v G 和 ( )2 , ,path r v G 加入 R
rT 和 B

rT 。 

3. 当 1\ iV V − 非空时，考虑每个满足 ( ) 1\ iv N u V V −∈  的点 v，其中 1iu V −∈ 。 

4. 令 [ ][ ]{ }1arg max , \i iv W u v u V V −= ∈ ，片段{ } ( )1 1 , ,i k i iv a a x path r v G− − − − ⊆ ，其中 

1 1 1, , ,k i i ia a V x V− −∉ ∈ 。 
片段{ } ( )1 2 , ,i l i iv b b y path r v G− − − − ⊆ ，其中 1 1 1, , ,l i i ib b V y V− −∉ ∈ 。 

5. 如果 { }1 1i i k i l iear x a a v b b y= − − − − − − − −  ，我们考虑 ( ) ( )1 2
, ,i i

path pathB R
r rr v r vP T P T+ 与 

( ) ( )1 2
, ,i i

path pathR B
r rr v r vP T P T+ 的大小。 

6. 若 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
, , , ,i i i i

path path path pathB R R B
r r r rr v r v r v r vP T P T P T P T+ > + ，我们将片段加入{ }i k lx a b→ → → 加入 B

rT ，

片段{ }k l ia b y← ← ← 加入 R
rT 。 

7. 若 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
, , , ,i i i i

path path path pathB R R B
r r r rr v r v r v r vP T P T P T P T+ < + ，我们将片段加入{ }i k lx a b→ → → 加入 R

rT ，

片段{ }k l ia b y← ← ← 加入 B
rT 。 

8. 更新 1i i iG G ear−=  ， 1i i= + ，返回步骤 2 直至 1\ iV V − 为空。 

定理 3.2.1 算法 2 的时间复杂度为 ( )O n 。 
证明假设图 G 有 n 个顶点，即： V n= 。算法 2 需要将算法 1 的结果输入。因此只需计算在添加耳

过程中的需要的复杂度。在最坏的情况下，除根节点所在的耳中的节点外，其余每个顶点都属于不同的

耳，故至多需要添加 2n − 个耳，需 ( )O n 的复杂度。所以，算法 2 共需 ( )O n 的复杂度。 
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4. 算法实例 

接下来，如图 1 所示我们给出一个实例，图 1(a)给出 ( ) ( )( ), , ,G V E Q v w e= 的拓扑结构，其中：

( ) { }10,6,8,9,7,4,6,8,5,4Q v = 表示顶点 v 的度函数，概率矩阵 ( )W G 如下所示。下面给出算法 1 的运行过程： 
 

  
(a)                                         (b) 

 
(c) 

Figure 1. An illustrative example, the root node is v1, and its probability matrix is ( )W G . (a) Topology of a 
graph G; (b) A pair of maximum probability red/blue trees with root node v1; (c) Two maximum probability 
disjoint paths from v1 to v8 in the red/blue trees 
图 1. 说明性示例，根节点为 v1，其概率矩阵为 ( )W G 。(a) 图 G 的拓扑结构；(b) 根节点为 v1的一对最

大概率红蓝树；(c) 红蓝树中 v1到 v8的两条最大概率不交路 
 

( )

1 0.6 0 0.7 0 0 0 0 0 0
0.6 1 0.7 0.6 0 0 0.6 0 0.8 0
0 0.7 1 0.8 0.7 0 0.8 0 0 0

0.7 0.6 0.8 1 0.5 0 0 0 0 0
0 0 0.7 0.5 1 0.9 0 0.9 0 0
0 0 0 0 0.9 1 0.7 0 0 0
0 0.6 0.8 0 0 0.7 1 0.6 0 0.9
0 0 0 0 0.9 0 0.6 1 0 0
0 0.8 0 0 0 0 0 0 1 0.8
0 0 0 0 0 0 0.9 0 0.8 1

W G

 
 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 
 

 

阶段一：对于每个 it r≠ ，我们找 r 到 it 的最大概率路。当 2it v= 时， ( )2 6 1Q v = > ，因此我们定义 

( ) [ ][ ]1,2 1 2 0.6f W= = ，随后在根节点 r 到顶点 2it v= 之间插入其它点来更新 ( )1,2f ，更新后我们最终得

到 r 到顶点 2v 的一条最大概率路，即 ( ) { }1 2, , 1 2path r v G = − ，最后更新路上顶点的 ( )Q v ， ( )1 9Q v = 且

( )2 5Q v = ；当 3it v= 时， ( )3 8 1Q v = > ，因此定义 ( ) [ ][ ]1,3 1 3 0f W= = ，同样的我们在根节点 r 到顶点 3it v=
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之间插入其它点来更新 ( )1,3f ，当 2k v= 时，进行步骤 3 来更新 ( ) ( ) ( )1,3 1,2 2,3 0.6 0.7 0.42f f f= ⋅ = ⋅ = ，

当 4k v= 时，更新 ( ) ( ) ( )1,3 1,4 4,3 0.7 0.8 0.56f f f= ⋅ = ⋅ = ，更新后我们最终得到 r 到顶点 3v 的一条最大概

率路，即 ( ) { }1 3, , 1 4 3path r v G = − − ，其余点也是同样的运行过程…… 

下面我们给出 r 到各点的最大概率路经及其概率如表 1 所示： 
 

Table 1. ( )1 , ,ipath r t G  and its probability 

表 1. ( )1 , ,ipath r t G 及其概率 

( )1 , ,ipath r t G  ( ), if r t  

( ) { }1 2, , 1 2path r v G = −  ( )2, 0.6f r v =  

( ) { }1 3, , 1 4 3path r v G = − −  ( )3, 0.56f r v =  

( ) { }1 4, , 1 4path r v G = −  ( )4, 0.7f r v =  

( ) { }1 5, , 1 4 3 5path r v G = − − −  ( )5, 0.392f r v =  

( ) { }1 6, , 1 4 3 5 6path r v G = − − − −  ( )6, 0.353f r v =  

( ) { }1 7, , 1 4 3 7path r v G = − − −  ( )7, 0.448f r v =  

( ) { }1 8, , 1 4 3 5 8path r v G = − − − −  ( )8, 0.353f r v =  

( ) { }1 9, , 1 2 9path r v G = − −
 ( )9, 0.48f r v =  

( ) { }1 10, , 1 4 3 7 10path r v G = − − − −
 ( )10, 0.403f r v =  

 
阶段二：在该阶段中，寻找路的过程与阶段一类似，不同的是阶段二要在新图 iG 中找。当目标节

点为 it 时，由于阶段一已经找到 r 到 it 的最大概率路经 ( )1 , ,ipath r t G ，为寻找与阶段一不相交的路径，

因此我们将 ( )1 , ,ipath r t G 中包含的边在图 G 中删去，从而得到新图 iG 。最后，在新图 iG 中我们重复阶

段一的找路过程得到次最大概率路 ( )2 , ,ipath r t G 。下面我们给出 r 到各点的次最大概率路经及其概率如

表 2 所示。 
 

Table 2. ( )2 , ,ipath r t G  and its probability 

表 2. ( )2 , ,ipath r t G 及其概率 

( )2 , ,ipath r t G  ( ), if r t′  

( ) { }2 2, , 1 4 2path r v G = − −  ( )2, 0.42f r v′ =  

( ) { }2 3, , 1 2 3path r v G = − −  ( )3, 0.42f r v′ =  

( ) { }2 4, , 1 2 4path r v G = − −  ( )4, 0.36f r v′ =  

( ) { }2 5, , 1 2 4 5path r v G = − − −  ( )5, 0.18f r v′ =  

( ) { }2 6, , 1 2 7 6path r v G = − − −  ( )6, 0.252f r v′ =  

( ) { }2 7, , 1 2 7path r v G = − −  ( )7, 0.36f r v′ =  

( ) { }2 8, , 1 2 7 8path r v G = − − −  ( )8, 0.216f r v′ =  

( ) { }2 9, , 1 4 3 7 10 9path r v G = − − − − −  ( )9, 0.323f r v′ =  

( ) { }2 10, , 1 2 9 10path r v G = − − −
 ( )10, 0.384f r v′ =  
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在算法 1 结束后，我们便找到了 r 到其余目标节点的两条最大概率不交路，随后，我们进行算法 2 
添加耳朵的过程。首先初始化 { }0V r= ，当 1i = 时，进行下面的步骤 2~7 的循环过程，此时 1 0iV V− = ， { }1u = ，

( ) { }2,4N u = ， [ ][ ]1 2 0.6W = ， [ ][ ]1 4 0.7W = ，所以 4iv v= 且片段 { } ( )1 41 4 , ,path r v G− ⊆ ，片段 

{ } ( )2 41 2 4 , ,path r v G− − ⊆ 。这时， { }1 1 2 4 1ear = − − − 构成耳，故将片段{ }1 4 2− − 加入 B
rT ，片段{ }1 2 4− −

加入 R
rT ，然后将 1ear 加入 0G 构成 1G ；当 2i = 时， { }1\ 3,5,6,7,8,9,10V V = ， 3iv v= 且片段 

{ } ( )1 34 3 , ,path r v G− ⊆ ，片段{ } ( )2 32 3 , ,path r v G− ⊆ 。这时， { }2 4 3 2ear = − − 构成耳，并且 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
3 3, , 1 4 3 1 2 3 0.56 0.42 0.98path pathB R

r rr v r vP T P T P P+ = − − + − − = + = ，而且我们得到： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
3 3, , 1 2 4 3 1 4 2 3 0.288 0.294 0.582path pathR B

r rr v r vP T P T P P+ = − − − + − − − = + = ，故将片段{ }4 3− 加入 B
rT ，

片段 { }2 3− 加入 R
rT ，然后将 2ear 加入 1G 构成 2G ；当 3i = 时， { }2\ 5,6,7,8,9,10V V = ， 9iv v= 且片段

{ } ( )1 92 9 , ,path r v G− ⊆ ，片段{ } ( )2 93 7 10 9 , ,path r v G− − − ⊆ 。这时， { }3 2 9 10 7 3ear = − − − − 构成耳并且

( ) ( ) ( ) ( )1 2
9 9, , 1 4 2 9 1 2 3 7 10 9 0.336 0.242 0.578path pathB R

r rr v r vP T P T P P+ = − − − + − − − − − = + = ，

( ) ( ) ( ) ( )1 2
9 9, , 1 2 9 1 4 3 7 10 9 0.48 0.323 0.803path pathR B

r rr v r vP T P T P P+ = − − + − − − − − = + = 。故将片段{ }3 7 10 9− − −

加入 B
rT ，片段{ }2 9 10 7− − − 加入 R

rT ，然后将 3ear 加入 2G 构成 3G ……继续添加耳直至 1\ iV V − 为空集算 

法停止，最终得到如图 1(b)的红蓝树。红蓝树的构成过程如表 3 所示，并且我们给出在红蓝树中根节点 r 
到其余目标节点的概率矩阵 ( )R

rW T 和 ( )B
rW T 。 

( )

1 0.6 0.42 0.36 0.294 0.252 0.36 0.216 0.48 0.384
0.6 1 0.7 0.6 0.49 0.42 0.6 0.36 0.8 0.64
0.42 0.7 1 0.42 0.7 0.294 0.42 0.252 0.56 0.448
0.36 0.6 0.42 1 0.294 0.252 0.36 0.216 0.48 0.384

0.294 0.49 0.7 0.294 1 0.206 0.294 0.176 0.392 0.314
0.

R
rW T =

252 0.42 0.294 0.252 0.206 1 0.7 0.42 0.504 0.63
0.36 0.6 0.42 0.36 0.294 0.7 1 0.6 0.72 0.9

0.216 0.36 0.252 0.216 0.176 0.42 0.6 1 0.432 0.63
0.48 0.8 0.56 0.48 0.392 0.504 0.72 0.432 1 0.8

0.384 0.64 0.448 0.384 0.314 0.63 0.9 0.63 0.8 1





















 
 
 
 
 
 
 



 

( )

1 0.42 0.56 0.7 0.35 0.245 0.448 0.315 0.323 0.403
0.6 1 0.48 0.6 0.3 0.27 0.384 0.27 0.276 0.346
0.42 0.48 1 0.8 0.4 0.36 0.8 0.36 0.576 0.72
0.36 0.6 0.8 1 0.5 0.45 0.64 0.45 0.46 0.576
0.294 0.3 0.4 0.5 1 0.9 0.32 0.9 0.23 0.288
0.252 0.27 0.36

B
rW T =

0.45 0.9 1 0.288 0.81 0.207 0.26
0.36 0.384 0.8 0.64 0.32 0.288 1 0.288 0.72 0.9
0.216 0.27 0.36 0.45 0.9 0.81 0.288 1 0.207 0.26
0.48 0.276 0.576 0.46 0.23 0.207 0.72 0.207 1 0.8
0.403 0.346 0.72 0.576 0.288 0.26 0.9 0.26 0.8 1

 














 
















 

以第三节的例子为例分析我们的计算结果，由于我们算法的目的是最大化 ( ) ( ),r r r v rv rP T P T
≠

= ∑ ，当

1r = 时 ( ) ( )1 1 1, 1 1.02 0.98 1.06 0.644 0.497 0.808 0.531 0.803 0.787 7.13vv rP T P T
≠

= = + + + + + + + + =∑ ；而在例 

子中，显然可以得到以下结果： 
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( ) ( )1 1 , 1 1.2 1.12 1.4 0.7 0.504 0.896 0.62 0.96 0.806 8.206 7.13r vv rP T P T
≠

′ ′= = + + + + + + + + = >∑ 。 

因此， ( ) ( )r r r rP T P T′ > ，而且两者差距较小，所以算法输出结果接近问题最优解，同时低复杂性使

其具有更好的实际应用价值。 
 

Table 3. The composition of red/blue trees 
表 3. 红蓝树的构成 

iear  B
rT  R

rT
 

{ }1 1 2 4 1ear = − − −  { }1 4 2− −  { }1 2 4− −  
{ }2 4 3 2ear = − −  { }4 3−  { }2 3−

 
{ }3 2 9 10 7 3ear = − − − −  { }3 7 10 9− − −  { }2 9 10 7− − −  

{ }4 3 5 4ear = − −  { }4 5−  { }3 5−
 

{ }5 5 6 7ear = − −  { }5 6−  { }7 6−
 

{ }6 5 8 7ear = − −  { }5 8−  { }7 8−
 

5. 结语 

本文首先研究源点与所有点之间的两条满足度限制(节点容量限制)下最大概率点不交路；其次，进一

步研究构建度限制下最大概率红蓝树问题，以此来提高网络通信的传输可靠性。度限制条件的运用显著

提升了高概率路径设计问题的复杂性，本文研究发现，通过应用插点法和耳分解的技术可以给出高效的

问题求解算法，复杂度分别为 ( )2O n 和 ( )O n 。通过算法实例对算法的具体思路与步骤进行详解，经实际

分析和计算进一步验证了所得路径设计方案接近最优解，体现了算法的有效性。 
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