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摘  要 

曲面3D重建是通过SfS系列方法从灰度图像中获取梯度场后，采用L2范数建立深度函数的能量泛函进行

重建，这是一个不适定问题。本研究一方面通过将三角测量获取的粗糙深度图Z0与深度函数进行拟合作

为Tikhonov正则项，将其转化为适定问题，并用L曲线选取合适的正则化参数；另一方面，利用先离散

再优化的方法将上述问题表示为Sylvester矩阵方程，使用Hessenberg-Schur方法求解得到待重建曲面。

数值实验表明，优化后的模型抑制噪声和偏差的效果更优，重建精度更高。 
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Abstract 
Surface 3D reconstruction is to obtain gradient field from gray image by SfS series method, and 
then reconstruct it by using L2 norm to establish the energy functional of depth function, which is 
an ill-posed problem. In this study, on the one hand, the rough depth map Z0 obtained by triangu-
lation is fitted with the depth function as Tikhonov regular term, which is transformed into an 
adaptive problem, and the appropriate regularization parameters are selected with L curve. On 
the other hand, the above problems are expressed as Sylvester matrix equations by the first dis-
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cretization and then optimization method, and the reconstructed surfaces are obtained by Hes-
senberg-Schur method. Numerical experiments show that the optimized model can suppress the 
noise and deviation better, and the reconstruction accuracy is higher. 
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1. 引言 

三维重建是利用测得曲面的二维梯度场或表面法向的矢量数据来恢复物体三维信息的过程，它对许

多应用都是必不可少的，如地震成像[1]、Hartmann 波前检测[2]、光栅投影[3]和三维精密测量[4]等。假 

设图像通过正交投影获得，其 3D 表面为 ( ),z z x y= ，它的梯度场可以表示为 ( ), ,x y
z zz z z
x y

 ∂ ∂
∇ = = ∂ ∂ 

。最 

基本的曲面重建方法是基于线积分，并优化局部代价函数，但是它不能添加任何形式的正则项。Frankot
和 Chellappa [5]以及 Kovesi [6]他们分别使用复杂的傅里叶变换和 Shapelets，这两种方法都是周期性的，

并不现实。Horn 和 Brooks [7]提出了变分法，此方法目的在于根据重建曲面上的边界条件最小化最小二

乘泛函，后来有很多学者也遵循这一思路。Harker [8]等人将最小化泛函问题表达为一个半正定的 Sylvester
方程，提高了求解速度。 

笔者借鉴 Horn 和 Harker 等人的思想，在最小二乘积分重建技术的基础上引入深度图与深度函数拟

合后的 Tikhonov 正则项，利用 L 曲线选取最佳参数从而优化了 Tikhonov 最小二乘模型，提高重建精度。

在Sylvester方程下使用Hessenberg-Schur (HS)算法进行求解。最后通过数值实验与现有的算法进行对比。 

2. 最小二乘泛函曲面重建 

2.1. 最小二乘模型 

假设图像是通过正交投影获得的，并且表面具有明确的形式 ( ),z z x y= ，将梯度空间参数细化为 

( ) ( ),
,x

z x y
z x y

x
∂

=
∂

， ( ) ( ),
,y

z x y
z x y

y
∂

=
∂

。获取高度 z 即解的前提是有一个被噪声破坏的梯度场。假设噪 

声是高斯噪声，最小二乘成本函数的连续形式为[8]： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )22ˆ ˆ, , , , d d
d b

x x y yc a
E z z x y z x y z x y z x y x y= − + −∫ ∫                  (1) 

式中 ˆxz 和 ˆyz 分别代表测量梯度，这个成本函数是函数差的平方项的体积。利用有限差分的思想，此成本

函数在矩形网格上等价的离散形式为： 

( )
2 2

F F
ˆ ˆ

x x y yE = − + −Z Z Z Z Z                                 (2) 

式中 ˆ
xZ 和 ˆ

yZ 表示测量得到的梯度矩阵；
2
F⋅ 表示 F 范数。由于微分是一个线性算子，导数可以写成一个

简单的矩阵乘法，即线性变换： 
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Tˆ ˆ,x x y yx y
∂ ∂

= ≈ = ≈
∂ ∂
Z ZZ ZD Z D Z                               (3) 

这里“≈”表示最小平方意义上的相等。 xD 和 yD 分别是 x 和 y 方向的有限差分矩阵。 T
xD 会对 x 方

向的微分产生影响。因此，在测量的梯度场 ˆ
xZ 和 ˆ

yZ 中，最小二乘意义上最接近的曲面是以下成本函数

的最小值： 

( )
2 2T

F F
ˆ ˆ

x x y yE = − + −Z ZD Z D Z Z                               (4) 

2.2. 带有 Tikhonov 正则项的最小二乘模型 

最常见的正则化项是解的范数的一个界限[9]。在离散意义上，解的 F 范数为： 

( ) ( )2 22
0 F F F

1
2 m nρ = = +Z Z I Z ZI                              (5) 

它是一个有效的 0 阶正则化项。用最右端的形式书写，方程(5)就满足 Sylvester 方程的框架。其中 mI
和 nI 是单位矩阵。对于 1 阶正则化项而言，它可以利用函数沿单位向量

T
x yu u =  u 的方向导数推导出

曲面上某一点的最大方向导数，进而得到一个限定曲面陡度的正则化项，其离散化为： 

( )
22 T

1 F Fy xρ = +Z D Z ZD                                    (6) 

类似的可以导出一个二阶正则化项，它是曲面平均曲率的边界： 

( ) ( )
2T22 2

2 F F
y xρ = +Z D Z Z D                                  (7) 

对于从梯度重建曲面的问题而言，要最小化的函数取决于 2D 曲面而不是向量。所以 Tikhonov 正

则化的常用方法不直接适用。为了推导出 2D 域的适当函数，从方程(4)开始，通过比较方程(5)~(7)，将

矩阵 xS 和 yS 分别定义为 x 和 y 方向上的一般“平滑”算子。因此，Tikhonov 最小二乘泛函的一般形式

如下： 

( ) ( ) ( )( )2 2 22T 2 T
0 0F FF F

ˆ ˆ
x x y y y xE λ= − + − + − + −Z ZD Z D Z Z S Z Z Z Z S            (8) 

这里 0Z 是由三角测量得到的粗糙深度图，将其作为表面的先验估计。然而将先验估计值纳入算法中

的事实可能会对光度立体技术在应用过程中产生巨大的影响。下一节将在 L 曲线框架中考虑正则化参数

的选择，以此来优化 Tikhonov 最小二乘模型。 

3. 模型优化与求解 

3.1. 正则化参数的选择 

L 曲线[10]是在未知其他噪声特性的情况下选择正则化参数的最简单方法之一。L 曲线是 

( ) ( )( ),ρ λ η λ 的曲线，其中 ( )2ρ λ 是最小平方成本函数： 

( ) ( ) ( )
2 22 T

F F
ˆ ˆ

x x y yρ λ λ λ= − + −Z D Z D Z Z                             (9) 

( )2η λ 是标准形式的正则化项： 

( ) ( ) 22
F

η λ λ= Z                                        (10) 

因此，L 曲线是最小二乘残差和正则化项大小相互作用的可视化结果。将 x 方向和 y 方向导数算子
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的奇异值分解(SVD)表示为 
T

x x x x=D U L V                                   (11) 
T

y y y y=D U L V                                   (12) 

一旦计算了导数矩阵的 SVD，L 曲线上的点可以计算为： 

( ) ( ) ( ) 222
F Fx yρ λ λ λ= − + −M L Q L M P                        (13) 

以及 

( ) ( ) 22
F

η λ λ= M                                  (14) 

上述式子中 T
y x=M V ZV ， T ˆ

y y x=P U Z V ， T ˆ
y x x=Q V Z U 。根据 F 范数在正交变换下的不变性，由于 xL

和 yL 是对角矩阵，这些计算成本比 SVD 的计算成本更小，因此可以通过计算 L 曲线上的几个点来确定

适当的正则化参数，将最佳参数值带入方程(8)中，从而达到优化模型的目的。 

3.2. 建立 Sylvester 方程求解成本函数 

若待重建图像有m n× 个采样点，则方程(8)中系数矩阵 T
xD 和 yD 的大小为 2mn mn× 。虽然 T

xD 和 yD 是

稀疏矩阵，空间复杂度较高，但 Harker 使用 Sylvesyer 方程将系数矩阵大小降低为m n× 。从而本研究将

成本函数公式(8)中的参数利用 L 曲线优化后对 Z 进行微分并使得它的值为 0，得到该函数相应的正规方

程： 

( ) ( ) ( )T 2 T T 2 T T 2 T 2 T
0 0

ˆ ˆ
y y y y x x x x y y x x y y x xλ λ λ λ+ + + − − − − =D D S S Z Z D D S S D Z Z D S S Z Z S S 0       (15) 

此方程是未知曲面 Z 中的 Sylvester 方程。对于曲面重建问题，本研究考虑“平滑”算子 x n=S I ，

y m=S I 在这种情方程(15)可以改写为： 

( ) ( )T 2 T 2 T 2
0

ˆ ˆ 2y y m x x n y y x xλ λ λ+ + + − − − =D D I Z Z D D I D Z Z D Z 0                 (16) 

方程(16)也是一个 Sylvester 方程，但由于 T
y yD D 和 T

x xD D 有相同的特征值，所以此方程没有唯一解。

要想求得唯一解，可以采取 HS 算法[8]求解。首先使用 Householder 变换将矩阵 xD 和 yD 分解为上三角形

式的矩阵(11)和(12)，Householder 矩阵 yV 和 xV 是正交的，不会影响解的数值精度，显然有 T
y y =V V I ，

T
x x =V V I 。方程(16)可以化简为： 

( ) ( )2 T 2 2 T 2 T T 2
0

ˆ ˆ 2y y y m x x x n y y y y x x x xλ λ λ+ + + − − − =V L V I Z Z V L V I V L U Z Z U L V Z 0           (17) 

此方程左乘 T
yV 右乘 xV 可得： 

( ) ( )2 2 T T 2 2 T T
0

ˆ ˆ
y y x y x x y y y x y x x xλ λ+ + + − − − =L V ZV V ZV L L U Z V V Z U L M 0              (18) 

其中 2 T
0 02 y xλ=M V Z V 。 

令 T
y x=M V ZV ， 2 2

y λ= +A L ， 2 2
x λ= +B L ， T T

0
ˆ ˆ

y y y x y x x x= − − −C L U Z V V Z U L M ，方程(18)可以写为： 
+ + =AM MB C 0                                   (19) 

此方程可以写为以下形式： 
T T TT T T

00 01 00 01 01

10 11 10 11 10

00 0 0m m          
+ + =          

          

m m c
m M m M c CA B

0 0 0
0 0 0 0

            (20) 

它等价于下面方程组： 
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00
T T T
01 01

10 10

11 11

0m =


+ =


+ =
 + + =

m B c
Am c
AM M B C

0
0

0

                                 (21) 

以 M 中元素为未知量进行方程组(21)的求解，将矩阵重新组合，得到待重构的曲面 Z 为：  
T

y x=Z V MV                                       (22) 

4. 实验结果与分析 

为了将更新参数后的结果与现有的方法进行对比，本研究进行了以下实验： 
1) 用理想数据合成一个待重建的地形图。利用蒙特卡洛测试，比较成本函数的误差，并将本研究中

的重建结果图与现有方法结果图进行对比，分析方法的鲁棒性； 
2) 采用蒙特卡洛测试，就不同尺寸图像的计算时间而言，将现有方法的结果与本研究中的结果进行

对比。 
本研究选取了尺寸大小为 128 128m n× = × 的合成地形图，其类似于 MATLAB 中的“峰值”检测，测

试曲面及其梯度场如图 1 所示。 
 

 
(a) 测试曲面 Z                     (b) 梯度场 Zx                       (c) 梯度场 Zy 

Figure 1. Topographic map and its gradient field to be reconstructed 
图 1. 待重建的地形图及其梯度场 

 
将全局最小二乘(Global Least Squares, GLS)以及 Dirichlet 边界结果与本研究得到的结果进行比较。选

择 GLS 的原因在于，一方面它和本研究一样，都是在 Sylvester 方程框架下进行求解，另一方面，当梯度

场被高斯噪声破坏后，GLS 是一个标准的解决方案；选择 Dirichlet 边界的原因在于，确定曲面的边界可

以减少自由度的数量，从而减少未知数的数量，在这种情况下，Dirichlet 问题的解是唯一的，同样可以

利用 Sylvester 方程求解，并且对异常值具有极强的鲁棒性。 
根据现有文献的方法，将 0.05σ = 的高斯噪声添加到梯度场中，当受高斯噪声影响时，解析梯度不

再是可积的。图 2 展示了图 1 中测试曲面 Z 被高斯噪声破坏时的梯度。 
为了使得从被噪声破坏的梯度场中重建曲面的效果更好，本研究利用 L 曲线算法，选取 100 个要计

算的 L 曲线上的点数，从中选取正则化参数 λ 的最佳值。 λ 的选择结果如图 3 中(a)所示。从图中可以看

出，当 0.2833λ = 时为最佳值，优化模型后重建的曲面如图 3 中(b)所示。图 3 中的(c)和(d)分别为 GLS 以

及 Dirichlet 边界重建曲面的效果图，可以看出利用 L 曲线以及 Dirichlet 边界重建的曲面抑制噪声以及偏

差的效果更好，但是本研究的方法在边界上要比 Dirichlet 边界更稳定更平滑；GLS 以及本研究方法整体

效果更优，虽然本研究方法在左侧和右侧边缘处高度值恢复有误差，边缘处有少量锯齿状的不稳定值存
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在，但是比 GLS 重建表面更光滑。 
 

        
(a) 被噪声破坏后的梯度场 Zx                         (b) 被噪声破坏后的梯度场 Zy 

Figure 2. Gradient of test surface Z damaged by Gaussian noise 
图 2. 测试曲面 Z 被高斯噪声破坏时的梯度 

 

 
(a) L 曲线 

 
(b) Tikhonov (L 曲线)                       (c) GLS                    (d) Dirichlet 边界 

Figure 3. L curve and the reconstructed surface renderings under the three methods 
图 3. L 曲线以及三种方法下的重建曲面效果图 

 
为了更进一步分析三种方法的鲁棒性，采用均方误差(MSE)以及相对均方误差(RMSE)来衡量。 

2
, ,

1 1

1 ˆMSE :
m n

i j i j
i j

z z
mn = =

= −∑∑ ， 2

,
1 1

MSERMSE
m n

i j
i j

z
= =

=

∑∑
                           (23) 

其中， ,ˆi jz 表示图像像素点 ( ),i j 处测得的高度， ,i jz 表示真实高度。所得 MSE 和 RMSE 如表 1 所示，分
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别展示了三种方法下的重建误差。 
 

Table 1. Reconstruction error of each algorithm under noise 0.05σ =  and surface size of 128 × 128 
表 1. 在噪声 0.05σ = 下表面尺寸为 128 × 128 下各算法的重建误差 

方法 MSE RMSE 

GLS 6.12 × 10−4 2.70 × 10−2 

Dirichlet 边界 1.35 × 10−1 8.82 

Tikhonov (L 曲线) 1.00 × 10−6 3.10 × 10−5 

 
从表 1 可以看出，本研究所采用方法比另外两种方法下的误差显著降低，其主要原因在于本研究中

的方法通过惩罚曲面的平均曲率来对成本函数起作用，因此是一个低通型滤波器，可以达到消除噪声的

目的，鲁棒性增强；GLS 受异常值扰动的影响较大，因此鲁棒性弱于本研究中的方法；Dirichlet 边界在

图像边缘处鲁棒性较弱。 
不同尺寸图像的计算时间比较的结果将在表 2 中展示。 
 

Table 2. The computation time of the algorithm 
表 2. 算法的计算时间 

方法 图像尺寸 27 × 27 图像尺寸 29 × 29 图像尺寸 210 × 210 

GLS 0.062 s 0.139 s 14.462 s 

Dirichlet 边界 0.033 s 0.323 s 11.718 s 

Tikhonov (L 曲线) 0.029 s 0.149 s 14.949 s 

 

表 2 结果显示，通过 L 曲线优化后的模型在小尺寸图像的重建上有着较强的优势，比另外两种方法

快了将近 0.1 s；在中等尺寸和大尺寸图像的重建中弱于 GLS；虽然大尺寸图像上 Dirichlet 边界优势显著，

但本研究仍具有较好的应用价值。 

5. 结语 

笔者通过引入 L 曲线来选取参数λ的最优值，从而优化了 Tikhonov 最小二乘模型。利用有限差分思

想将模型进行离散，使得离散后的解满足 Sylvester 方程。利用 HS 算法求解降低计算时间。仿真实验表

明，在理想情况下，优化模型后的方法能够有效抑制噪声和偏差，在小尺寸图像上比五点差分格式的 GLS
耗时更短，误差更小；优化模型后重建出的三维图精度更高，更接近原始曲面，整体效果更优。未来考

虑具有边界条件的 Tikhonov 正则化，设计出更快速有效的数值方法，进一步缩短重建时间，提高重建精

度和质量。 
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