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摘  要 

本文研究了一个具有时滞效应的BAM神经网络模型。研究表明当时滞超过一定的临界值时，系统出现

Hopf分岔。本文利用规范型理论和中心流形定理得到Hopf分岔的方向和周期解稳定性的条件，并进行了

数值模拟，得到了时滞可以诱导BAM神经网络从稳定态转为振荡态的结果，为神经网络的非线性动态特

性研究提供了理论依据。 
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Abstract 
This paper studies a BAM neural network model with time delay effect. Studies show that when 
the hysteresis exceeds a certain critical value, Hopf bifurcation occurs in the system. In this paper, 
the direction of Hopf bifurcation and the stability of periodic solution are obtained by using the 
canonical theory and the central manifold theorem, and the numerical simulation is carried out to 
obtain the result that time delay can induce the transformation of BAM neural network from a 
stable state to an oscillating state, which provides a theoretical basis for the study of the nonlinear 
dynamic characteristics of neural network. 
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1. 引言 

通常，神经网络是以电子电路为基础来实现的，而大规模的集成电路中存在中立行为现象(即时滞行

为)。近年来，大量专家学者开始关注时滞神经网络的动力学特性(主要包括稳定性、不稳定性、周期性、

分岔与混沌等) [1] [2] [3] [4] [5]。研究时滞神经网络的动力学行为不仅具有重要的理论意义，而且在工程

的实际应用中也有重要的指导意义，比如：模式识别、联系记忆、图像处理、组合优化等。 
大部分的神经网络只有一种存储或内存模式，而双向联想记忆(BAM)神经网络作为 Hopf 神经网络单

向自联想器的扩展，能够存储多种模式并具有通过正向和反向搜索所需模式的能力[6]。因此，BAM 神经

网络在存储成对的模式或记忆方面有实际的应用，还在模式识别、自动控制等领域都得到了广泛的应用。

而对有无时滞的 BAM 神经网络也进行了广泛的研究[7] [8] [9] [10]。 
众所周知，神经网络是大规模且复杂的非线性系统，而时滞神经网络的动力学性质更为复杂。大量

的周期解是表示网络具有多种记忆模式，因此，Hopf 分岔的研究对 BAM 神经网络的设计和应用具有重

要意义。实际上，应用 Hopf 分岔理论可以使 BAM 神经网络的不同平衡点产生不同的局部周期解。但对

其详尽分析较困难，因此一些作者考虑简化系统的动力学行为。例如，2005 和 2006 年，分别有人研究

了具有多个时滞的简化三或四神经元 BAM 神经网络[11] [12]；2009 年，Zhang [13]等人研究了具有时滞

和自连接的五神经元 BAM 神经网络的稳定性和局部 Hopf 分岔。这些论文，主要考虑的都是由 x 层的一

个神经元和 y 层的一个神经元组成的系统。然而，还有许多其他形式的 BAM 神经网络尚未被研究。 
2012 年，Xu [14]等人研究了具有两个时滞的六神经元 BAM 神经网络的稳定性和 Hopf 分岔的存在

性，并给出了保证平衡点稳定性和 Hopf 分岔存在的充分条件。之后，研究人员又做了进一步的研究，如

2015 年，Liu [15]等人研究了具有多时滞的六神经元 BAM 神经网络的高维分岔问题，解决了 BAM 神经

网络系统的 B-T 分岔和三重零分岔计算，并展示了不同分岔发生的曲线；2019 年，Lin [16]等人将时间分

数阶导数引入到具有时滞的六神经元 BAM 神经网络系统中，并验证了 Hopf 分岔的存在性。但是他们都

没有给出 Hopf 分岔的方向和周期解的稳定性的判别。因此，这是一个很有意义并且值得考虑的问题，在

此基础上推广模型如下： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1 1 1 21 1 2 2 31 1 3 2 41 1 4 2

51 1 5 2 61 1 6 2

2 2 2 12 2 1 1

3 3 3 13 3 1 1

4 4 4 14 4 1 1

5 5 5 15 5 1 1

6 6 6 16 6 1 1

,

,

,

,

,

.

t t c f t c f t c f t

c f t c f t

t t c f t

t t c f t

t t c f t

t t c f t

t t c f t

µ µ µ µ τ µ τ µ τ

µ τ µ τ

µ µ µ µ τ

µ µ µ µ τ

µ µ µ µ τ

µ µ µ µ τ

µ µ µ µ τ

 = − + − + − + −

 + − + −


= − + −
 = − + −

= − + −

= − + −

= − + −
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其中 ( )( )1,2,3,4,5,6iu t i = 表示神经元 iu 在 t 时刻的状态， ( )1,2,3,4,5,6 0iu i = > 为第 i 个神经元电压与电

容比， 1ic 和 ( )1 1,2,3,4,5,6ic i = 表示神经元之间的连接权重。从 I 层到另一 J 层的时间延迟是 1τ ，而从 J
层返回到 I 层的时间延迟是 2τ ，在 I 层中只有一个神经元，在 J 层中只有五个神经元。本文以两个延迟

之和为参数，当总的时间延迟通过一系列临界值，零解失去其稳定性，发生 Hopf 分岔。 
在本文中，我们做出如下假设： 
(H1) ( ) ( )1,  0 0 1,2,3,4,5,6i if C f i∈ = = ，且原点 ( )0,0,0,0,0,0 是系统(1.1)的一个正平衡点。 
通过假设，本文重点研究具有时滞效应的六神经元 BAM 神经网络的局部动力学属性。对比现有的

研究成果，首先，从理论上分析了系统(1.1)的局部稳定性和 Hopf 分岔出现的时滞临界值条件，并给出了

Hopf 分岔的相应性质。接着，通过本文的研究表明在时滞的调控作用下，系统(1.1)可由渐进稳定态转为

振荡态，而现有的研究已经指出要保证神经网络在工程中的作用得到充分应用，首要因素就是保持相应

设计的神经网络维持指数稳定或渐进稳定[17] [18]。因此，在实际的工程应用当中，需要在稳定状态之前

做出时滞调控，从而达到状态转化。最后，本文综合考虑两个时滞带来的影响，简化理论计算的复杂性。

虽然在实际应用方面简化了理论，但不影响实际意义的判断与研究。 
本文主要分为四个部分。在第 2 节中，讨论了平衡点的稳定性和 Hopf 分岔的存在性。在第 3 节中，

利用 Hassard 在[19]中引入的规范型方法和中心流形定理，得到确定 Hopf 分岔方向和分岔稳定性的判别

公式。在第 4 节中，通过数值模拟来验证前两节中的理论分析结果。最后，对本文的工作进行了总结。 

2. 平衡点的稳定性和局部 Hopf 分岔 

在本节中，主要研究平衡点的稳定性和局部 Hopf 分岔的存在性。 
令 ( ) ( )1 1 1x t u t τ= − ， ( ) ( )2 2x t u t= ， ( ) ( )3 3x t u t= ， ( ) ( )4 4x t u t= ， ( ) ( )5 5x t u t= ， ( ) ( )6 6x t u t= 和

1 2τ τ τ= + ，然后我们可以把系统(1.1)改写成如下形式 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1 1 1 21 1 2 31 1 3 41 1 4

51 1 5 61 1 6

2 2 2 12 2 1

3 3 3 13 3 1

4 4 4 14 4 1

5 5 5 15 5 1

6 6 6 16 6 1

,

,

,

,

,

.

x t x t c f x t c f x t c f x t

c f x t c f x t

x t x t c f x t

x t x t c f x t

x t x t c f x t

x t x t c f x t

x t x t c f x t

µ τ τ τ

τ τ

µ

µ

µ

µ

µ

 = − + − + − + −


+ − + −


= − +
 = − +
 = − +
 = − +
 = − +













               (2.1) 

方程(2.1)在 ( )0,0,0,0,0,0 处的线性化系统为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 21 2 31 3 41 4

51 5 61 6

2 2 2 12 1

3 3 3 13 1

4 4 4 14 1

5 5 5 15 1

6 6 6 16 1

,
,
,
,
,
.

x t x t x t x t x t
c x t x t

x t x t x t
x t x t x t
x t x t x t
x t x t x t
x t x t x t

µ γ τ γ τ γ τ
γ τ γ τ

µ γ
µ γ
µ γ
µ γ
µ γ

= − + − + − + −


+ − + −
 = − +
 = − +
 = − +
 = − +


= − +













                   (2.2) 

这里 ( )( )1 1 1 0 2,3,4,5,6k kc f kγ ′= = ， ( )( )1 1 0 2,3,4,5,6m m mc f kγ ′= = 。系统(2.2)的特征方程为： 

( )5 4 3 2 4 3 2
1 1 1 1 1 1

6
2 2 2 2 2 0ea b c d e f a b c d e λτλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ −+ + + + + − + + + ++ = ，        (2.3) 
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其中： 

1 1 2 3 4 5 6a µ µ µ µ µ µ++ += ++  

( )( )1 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 1 3 1 4 2 3 2 4b µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ= + + + + + + + ++ +  

( ) ( )1 1 2 3 4 5 6 5 6 1 2 3 4 1 3 1 4 2 3 2 4

1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4

( )c µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

= + + + + + + + + + +

+ + + +  
( )
( )( )

1 1 2 3 4 1 3 1 4 2 3 2 4 5 6

5 6 1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4

d µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

= + + + + +

+ + + + +
 

( ) ( )1 5 6 1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4 5 6 1 2 3 4e µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ= + + + + +  

1 1 2 3 4 5 6f µ µ µ µ µ µ=  

2 14 13 31 12 21 15 51 16 61a γ γ γ γ γ γ γ γ γ= + + + +  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 14 2 3 5 6 13 31 2 4 5 6 12 21 3 4 5 6

15 51 2 3 4 6 16 61 2 3 4 5

b γ µ µ µ µ γ γ µ µ µ µ γ γ µ µ µ µ

γ γ µ µ µ µ γ γ µ µ µ µ

= + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + +
 

( )
( )
( )
( )
( )

2 14 2 3 2 5 2 6 3 5 3 6 5 6

13 31 2 4 2 5 2 6 4 5 4 6 5 6

12 21 3 4 3 5 3 6 4 5 4 6 5 6

15 51 2 3 2 4 2 6 3 4 3 6 4 6

16 61 2 3 2 4 2 5 3 4 3 5 5 6

c γ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

γ γ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

γ γ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

γ γ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

γ γ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

= + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

 

( )
( )
( )
( )
( )

2 14 1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4

13 31 2 4 5 2 4 6 2 5 6 4 5 6

12 21 3 4 5 3 4 6 3 5 6 4 5 6

15 51 2 3 4 2 3 6 2 4 6 3 4 6

16 61 2 3 4 2 3 5 2 4 5 3 4 5

d γ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

γ γ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

γ γ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

γ γ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

γ γ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

= + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

 

2 14 2 3 5 6 13 31 2 4 5 6 12 21 3 4 5 6

15 51 2 3 4 6 16 61 2 3 4 5

e γ µ µ µ µ γ γ µ µ µ µ γ γ µ µ µ µ
γ γ µ µ µ µ γ γ µ µ µ µ

= + +

+ +
 

为了研究方程超越方程(2.3)的根的分布，我们有以下引理： 
引理 2.1 对于超越方程： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

0 0 01
1 1

1 1 11
1 1

1
1 1

, e , , e

e

e

0

m

m

n n
n n

n
n n

m m mn
n n

P p p p

p p p

p p p

λτλτ

λτ

λτ

λ λ λ λ

λ λ

λ λ

−− −
−

−−
−

−−
−

= + + + +

 + + + + + 
 + + + + 

=

 

 



 随着 ( )1 2 3, , , , mτ τ τ τ τ=  的变化，在右半开平面内的零点个数的总和 ( )1,e , ,e mP λτλτλ −−
 只有在虚轴

水上出现零点时才可能改变。 
当 0τ = 时，方程(2.3)化为： 

( ) ( ) ( ) ( )5 4 3 2
1 1 2 1 2 1 2 1 2 1

6
2 0a b a c b d c e d f eλ λ λ λ λ λ+ + + + + −+ − − − − =            (2.4) 
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使(2.4)式的所有根都有负实部的一组充要条件由著名的 Routh-Hurwitz 准则给出如下形式： 

1 1 0D a= > ,                                     (2.5) 

( ) ( )1
2 1 1 2 1 2

1 2 1 2

1
det 0

a
D a b a c b

c b b a
 

= = − − − > − − 
,                    (2.6) 

1

3 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1 2

1 0
det 0

a
D c b b a a

e d d c c b

 
 = − − > 
 − − − 

,                          (2.7) 

1

1 2 1 2 1
4

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 0 0
1

det 0

0

a
c b b a a

D
e d d c c b b a

f e e d d c

 
 − − = >
 − − − −
 

− − − 

,                      (2.8) 

1

1 2 1 2 1

5 1 2 1 2 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 0 0 0
1 0

det 0
0
0 0 0

a
c b b a a

D e d d c c b b a a
f e e d d c c b

f e e d

 
 − − 
 = >− − − −
 

− − − − 
 − − 

,                  (2.9) 

( )6 1 2 5 0D f e D= + > .                                (2.10) 

(H2)假设(2.5)~(2.10)成立。 
对于 0ω > ， iω 为(2.3)的根当且仅当 

( )( )

6 5 4 3 2
1 1 1 1 1 1

4 3 2
2 2 2 2 2

i i i

i i cos isin 0

a b c d e f

a b c d e

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ωτ ωτ

− + + − − + +

− − − + + − =
 

分离实部和虚部，我们得到 

( ) ( )
( ) ( )

4 2 3 6 4 2
2 2 2 2 2 1 1 1

4 2 3 3 5
2 2 2 2 2 1 1 1

cos sin

sin cos

a c e d b b d f

a c e d b c a e

ω ω ωτ ω ω ωτ ω ω ω

ω ω ωτ ω ω ωτ ω ω ω

 − + + − = − + − +


− + − − = − −
,              (2.11) 

因此有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 24 2 3 6 4 2 3 5
2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1a c e d b b d f c a eω ω ω ω ω ω ω ω ω ω− + + − = − + − + + − − , 

即 
12 10 8 6 4 2

1 2 3 4 5 6 0k k k k k kω ω ω ω ω ω+ + + + + + = ,                        (2.12) 

其中 
2

1 1 12k a b= − , 
2 2

2 1 1 1 1 12 2k b d a c a= + − + , 
2 2

3 1 1 1 1 1 1 1 1 22 2 2 2k c a e f b d a c b= + − − + − , 
2 2

4 1 1 1 1 1 1 1 2 2 22 2 2k d b f c e c a e b d= + − − − + , 
2 2

5 1 1 1 1 2 12 2k e d f c e d= − + − , 
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2 2
6 1 2k f e= − . 

让 2z ω= ，然后(2.12)式变为 
6 5 7 3 2

1 2 3 4 5 6 0z k z k z k z k z k z k+ + + + + + = .                          (2.13) 

定义 

( ) 6 5 4 3 2
1 2 3 4 5 6h z z k z k z k z k z k z k= + + + + + + .                        (2.14) 

如果 ( )1,2,3,4,5,6k kµ = ， ( )1 2,3,4,5,6ic i = ， ( )2,3,4,5,6ijc i = ， ( )2,3,4,5,6lf l = 由系统(1.1)给出，很

容易使用计算机计算出(2.13)的根。由于 ( )lim
z

h z
→+∞

= +∞，可知，如果 6 0k < ，则(2.13)式至少有一个正根。 
在不失一般性的前提下，我们假设(2.13)式有 6 个正根，分别由 1z ， 2z ， 3z ， 4z ， 5z ， 6z 来定义。

那么方程(2.12)有 6 个正根 

1 1zω = ， 2 2zω = ， 3 3zω = ， 4 4zω = ， 5 5zω = ， 6 6zω = . 

由(2.11)式，我们有 

( ) ( )2 24 2 3
2 2 2 2 2

cos k
D

a c e d b
ω τ

ω ω ω ω
=

− + + −
, 

这里 

( )( ) ( )( )6 4 2 4 2 3 5 3
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2D b d f a c e c a e d bω ω ω ω ω ω ω ω ω ω= − + − + − + − − − − . 

因此，如果我们定义 

( )

( ) ( )2 24 2 3
2 2 2 2 2

1 arccos 2j
k

k

D j
a c e d b

τ
ω ω ω ω ω

  
  = + π  − + + −    

,               (2.15) 

其中 1,2,3,4,5,6k = ； 0,1,j = ，那么 i kω± 是方程(2.3)对应于 ( )j
kτ τ= 时的一对纯虚根。定义 

( )
{ }

( ){ }0 0
0 1,2,3,4,5,6mink k kkτ τ τ∈== , 0k kω ω= .                        (2.16) 

由以上分析可以得出以下结果： 
引理 2.2 如果 (H1)和 (H2)成立，那么当 [ )00,τ τ= 时 (2.3)式所有的根都有负实部而当 ( )j

kτ τ=  
( 1,2,3,4,5,6k = ； 0,1,j =  )时(2.3)式有一对纯虚根 kω± 。 

设 ( ) ( ) ( )iλ τ α τ ω τ= + 为(2.3)的根，且 0τ τ= 时满足 ( )0 0α τ = ， ( )0 0ω τ ω= 。由泛函微分方程理论，

存在 0ε > ，使得 ( )λ τ 在 0τ τ ε− < 时对τ 是连续可微的。用 ( )λ τ 代入(2.3)等式左边，然后两边分别对τ

求导，我们有 

( )

( )

( )

( )

5 4 3 2
1 1 1 1 1

3
2 2 2 2

4 3 2
2 2 2 2 2

4 3 2
2 2 2 2 2

d6 5 4 3 2
d

d4 3 2 e
d

de
d

e

a b c d e

a b c d

a b c d c

a b c d e

λτ

λτ

λτ

λλ λ λ λ λ
τ

λλ λ λ
τ

λλ λ λ λ τ
τ

λ λ λ λ λ

−

−

−

+ + + + +

− + + +

+ + + + +

= + + + +

 

经计算得 
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( )
( )

( )

1 5 4 3 2
1 1 1 1 1

4 3 2
2 2 2 2 2

3
2 2 2 2

4 3 2
2 2 2 2 2

6 5 4 3 2d
d e

4 3 2 e

e

a b c d e
a b c d e

a b c d

a b c d e

λτ

λτ

λτ

λ λ λ λ λλ
τ λ λ λ λ λ

λ λ λ τ
λλ λ λ λ λ

−

−

−

−

+ + + + +  = 
+ + + + 

+ + +
+ −

+ + + +

 

结合(2.11)则有 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

4 2 5 31
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

i

2 3
2 2 0 0 0 2 0 2 0 0 0

3 2
2 0 2 0

2 2

2 2

2

0 0 2 2 0 0

2

0

cos s

5 3 6 4 2dRe
d

3 2 4

2 4

in

cos si3 n

M N

M N

M

M N
N

M

a c e b d

d b c a

c a b

N

d

λ ω

ω ω ω ω ωλ
τ

ω ω τ ω ω ω τ

ω ω ω τ ω ω τ

−

=

+
= −

+

 

− + − + 
 

+ +
+

 −

 

− −
+

+

− −
 

其中 ( )2 2 4
0 1 0 1 0 1M c a eω ω ω= − − ， ( )2 6 4 2

0 0 1 0 1 1N b d fω ω ω ω= − + − + 。 

为了得到本文的主要结果，我们需要做如下假设： 
(H3) (2.14)式至少有一个正实根； 

(H4) 
0

dRe 0
d τ τ

λ
τ =

  ≠ 
 

。 

由引理 2.1 和引理 2.2，很容易得到以下结论： 
定理 2.3 如果(H1)~(H4)成立，则系统(1.1)的平衡点 ( )0 0,0,0,0,0,0E 在 [ )00,τ τ= 上是渐近稳定的；当

0τ τ= 时，系统(1.1)在平衡点 ( )0 0,0,0,0,0,0E 处经历 Hopf 分岔。 

3. Hopf 分岔的方向和稳定性 

在本节中，借助 Hassard [19]等人提出的规范型理论和中心流形定理，我们将进一步研究 Hopf 分岔

方向和分岔周期解稳定性。 
设从 [ ]0 ,0τ− 到 6R 存在连续映射的 Banach 空间，配备 [ ]( )6

0 ,0 ,C Rφ τ∈ − 的上确界范数 

( )
0 0sup τ θφ φ θ− ≤ ≤= 。为简单计，让 ( )0 Rτ τ γ γ= + ∈ 。然后， 0γ = 是系统(2.1)的分岔值。由时间尺度 t t τ→

进行标准化，系统(2.1)可以写成一个在 [ ]( )6
0 ,0 ,C Rτ− 的算子微分方程。那么，我们可以得到： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6
1 0 1 1 1 12

2 0 2 2 12 1 2

3 0 3 3 13 1 3

4 0 4 4 14 1 4

5 0 5 5 15 1 5

6 0 6 6 16 1 6

1i iix x t x t f

x x t x t f
x x t x t f
x x t x t f
x x t x t f
x x t x t f

γ τ µ γ

γ τ µ γ

γ τ µ γ

γ τ µ γ

γ τ µ γ

γ τ µ γ

=
  = + − + − + 
 = + − + +  

= + − + +   
= + − + +   

 = + − + +  
 = + − + +  

∑











                         (3.1) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )6 62 3
1 1 1 1 1 12 2

1 10 1 0 1
2! 3!i i i i ri if f c x t f c x t F

= =
′′ ′′′= − + − +∑ ∑ , 

( ) ( ) ( ) ( )2 3
2 12 2 1 12 2 1 2

1 10 0
2! 3! rf c f x t c f x t F′′ ′′′= + + , 
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( ) ( ) ( ) ( )2 3
3 13 3 1 13 3 1 3

1 10 0
2! 3! rf c f x t c f x t F′′ ′′′= + + , 

( ) ( ) ( ) ( )2 3
4 14 4 1 14 4 1 4

1 10 0
2! 3! rf c f x t c f x t F′′ ′′′= + + , 

( ) ( ) ( ) ( )2 3
5 15 5 1 15 5 1 5

1 10 0
2! 3! rf c f x t c f x t F′′ ′′′= + + , 

( ) ( ) ( ) ( )2 3
6 16 6 1 16 6 1 6

1 10 0
2! 3! rf c f x t c f x t F′′ ′′′= + + . 

令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]( )T 6
1 2 3 4 5 6, , , , , 1,0 ,U u t u t u t u t u t u t C R= ∈ − ，系统(3.1)可以转化为 

( ) ( ),t tU L U F Uγ γ+= ，                                (3.2) 

然后，分别定义线性算子 6:L C Rγ → 和非线性算子 6:F R C R× → 由以下方程表示： 

( ) ( ) ( )0 1 20 1L M Mγφ τ γ φ φ = + + −                               (3.3) 

和 

( ) ( )( )T
0 1 2 3 4 5 6, , , , , ,F f f f f f fγ φ τ γ= + .                          (3.4) 

其中 

1

12 2

13 3

14 4

15 5

6

1

16

0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0

0 0

0

M

µ
γ µ
γ µ
γ µ
γ µ
γ µ

− 
 − 
 −

=  
− 

 −
  − 

, 

21 31 41 5 61

2

10
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

M

γ γ γ γ γ 
 
 
 

=  
 
 
  
 

 

且 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

6 62 3
1 1 1 12 2

2 3
12 2 1 12 2 1

2 3
13 3 1 13 3 1

0
2 3

14 4 1 14 4 1

2 3
15 5 1 15 5 1

2
16 6 1

1 10 1 0 1
2! 3!
1 10 0 0 0
2! 3!
1 10 0 0 0
2! 3!,
1 10 0 0 0
2! 3!
1 10 0 0 0
2! 3!
1 10 0
2! 3

i i i ii if c x f c

c f c f

c f c f
F

c f c f

c f c f

c f

φ φ

φ φ

φ φ
γ φ τ γ

φ φ

φ φ

φ

= =
′′ ′′′− + −

′′ ′′′+

′′ ′′′+
= +

′′ ′′′+

′′ ′′′+

′′ +

∑ ∑

( ) ( )3
16 6 10 0

!
c f φ

















 ′′′

               (3.5) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2 3 4 5 6, , , , , Cφ φ θ φ θ φ θ φ θ φ θ φ θ= ∈ 。由 Riesz 表示定理可知，存在一个由有界变差函数

( ),η θ γ 构成的 6×6 矩阵函数如下： 

( ) ( )0

1
d ,Lγφ η θ γ φ θ

−
= ∫                                  (3.6) 

我们可以选择： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 2, 1M Mη θ γ τ γ δ θ τ γ δ θ= + + + +                       (3.7) 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.126273


和光珠 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.126273 2726 应用数学进展 
 

其中 ( )δ θ 是狄拉克函数。 
对于 [ ]( )1 61,0 ,C Rφ ∈ − ，定义算子： 

( )
( ) [ )

( ) ( )

0

0

1

d
, ,0 ,

d

d , , 0.
A

φ θ
θ τ

θγ φ
η θ γ φ θ θ

−


∈ −

= 
 =∫

                      (3.8) 

和 ( )
[ )

( )
0, 1,0 ,

, , 0.
R

F

θ
γ φ

γ θ θ

 ∈ −= 
=

                         (3.9) 

为了研究 Hopf 分岔的特性，我们将系统(3.1)转化为以下这种形式的算子方程： 

( ) ( )t t tU A U R Uγ γ= + ，                         (3.10) 

其中 ( )tU U t θ= + 。 
对于 [ ]( )1 60,1 ,C Rψ ∈ 。A 伴随算子为 *A 被定义为： 

( )
( ) [ )

( ) ( )

*
*

* * *

0 T * * *
1

d
, 0,1 ,

d

d , , 0.

A

ψ θ
θ

ψ

η θ θ

θ θ

γ ψ θ
−


− ∈= 
 − =∫

                     (3.11) 

其中 ( )T *,η θ γ 是矩阵 ( )*,η θ γ 的转置。 
并定义下列双线性内积： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

1 0
, 0 0 d d

θ

ξ
ψ φ ψ φ ψ ξ θ η θ φ ξ ξ

− =
= − −∫ ∫ ,                  (3.12) 

其中 ( ) ( ),0η θ η θ= 。 ( )* 0A 和 ( )0A 是伴随算子。对应于第 2 节中的讨论， 0iω± 是 ( )0A 的特征值并且其

他特征值均具有严格的负实部，他们也是 ( )* 0A 的特征值。接下来，我们将计算对应特征值 0iω 的特征向

量 ( )q θ 和对应特征值 0iω− 的特征向量 ( )*q s 。我们可得： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

* * * *
0

0 0 i ,

0 0 i .

A q q

A q q

ω θ

ω θ

 =


= −
                              (3.13) 

其中 [ ]1,0θ ∈ − ， [ ]* 0,1θ ∈ 。 
定义 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

i i
1 2 3 4 5

i i* * * * * * *
1 2 3 4 5

0 e 1, , , , e,

0 e 1, , , , , e

,
s s

q q v v v v v

q s q G v v v v v

ω τ θ ω τ θ

ω τ ω τ

θ = =

= =
                     (3.14) 

简单计算可有： 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 12 12 2 0 13 13 3 0 14 14 4
1 2 32 2 2 2 2 2

0 2 0 3 0 4
i i

*0 15 15 5 0 16 16 6 0 21 0 21 2
4 5 12 2 2 2 2 2

0 5 0 6 0 2
i i

* *0 31 0 31 3
2 32 2

0 3

i i i
, , ,

i i ie e
, , ,

ie e
,

w w

w w

w w w
v v v

w w w
w w w w

v v v
w w w

w w
v v

w

τ τ

τ τ

γ γ µ γ γ µ γ γ µ
µ µ µ

γ γ µ γ γ µ γ γ µ
µ µ µ
γ γ µ

µ

− + − + − +
= = =

+ + +
− + − + +

= = =
+ + +

+
= =

+

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

i i
0 41 0 41 4

2 2
0 4

i i i i
* *0 51 0 51 5 0 61 0 61 6
4 52 2 2 2

0 5 0 6

ie e
,

ie e ie e
,

w w

w w w w

w w
w

w w w w
v v

w w

τ τ

τ τ τ τ

γ γ µ
µ

γ γ µ γ γ µ
µ µ

+
+

+ +
= =

+ +
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而 q 和 *q 的归一化条件为 
* *, 1 , , 0q q q q= =                                 (3.15) 

为了保证 *, 1q q = ，我们需要通过(3.12)的双线性内积的定义来确定 G 的值。将(3.14)代入(3.15)中
的第一个方程，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0 0

* * *
1 0

Ti i* * * * * *
1 2 3 4 5 1 2 3 4 51 0

i*
1

21 31

0

0

41 51 61

* *

0

0

, 0 0 d d

0 0 1, , , , , e d 1, , , , e d

0 0

,

0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

e d

0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0

0 0 0

q q q q q q

q q G v v v v v v v v v v

q q q

q q q

θ

ξ

θ ω τ ξ θ ω τ ξ
ξ

ω τ θ

ξ θ η θ ξ ξ

η θ ξ

θ η θ

γ γ γ γ γ

τ

− =

− −

− =

−

−

= − −

= −

= −











= +

∫ ∫

∫ ∫

∫

( )

( ) ( )

0 0

0 0

i

* * * * *
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 0 21 1 31 2 41 3 51 4 61 5

e 0

1 , , , , e , , ,

1

,

q

G v v v v v v v v v v v v v v v

ω τ θ

ω τ θτ γ γ γ γ γ

−

−







 = + + 





 





=



   (3.16) 

然后我们可以确定： 

( ) ( )0 0* * * * *
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 0 21 1 31 2 41 3 51 4 61 5

1

1 , , , , e , , ,,
G

v v v v v v v v v v v v v v vω τ θτ γ γ γ γ γ−
=

+ +
           (3.17) 

使用 Hassard [19]等人相同的方法，我们首先通过定义来计算坐标来以描述在处的中心流形 0Ω ，定

义 

( ) * , tz t q x= ，                                  (3.18) 

和 

( ) ( ) ( ), 2Re ,tW t U z t qθ θ = −                                (3.19) 

式中 tU 为(3.10)的解。 
在中心流形 0Ω ： ( ) ( ) ( )( ), , ,W t W z t z tθ θ= ，其中 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

20 11 02, ,
2 2
zW z W W zz zz Wθ θ θ θ= + + +                     (3.20) 

显然， ( )z t 和 ( )z t 分别是中心流形 0Ω 在 *q 和 *q 方向上的局部坐标。注意到若 ( )tU θ 是实数，则只

需求出一个实根。对于(3.10)的解 0tU ∈Ω ，由于 0γ = ，我们可以有： 

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

*

*

* * *

*
0 0 0

,

,

, 0 , 0,

i 0 ,

t

t t

t t

z t q U

q AU RU

A q U F U

z

q

q zt F zω τ

=

= +

= +

= +





                         (3.21) 

等价于 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.126273


和光珠 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.126273 2728 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( )0 0i ,z t z z zt gω τ= +                               (3.22) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 20 11 02 21, , 0 ,
2 2 2
z z z zg z z q F z z g g zz g gθ θ θ θ θ∗= = + + + +          (3.23) 

此外，由(3.10)和(3.21)可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) [ )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

0 *
0 0 1 0

0 *
0 1 0

*
0

*
0 0

0 i 0 ,

i 0 ,

0 2 0 , ,    1,0

0 2 0 , ,    0

0 , ,

t

t t

W U z t q zq

A U R U w z t q f z z q

w z t q f z z q

A W q f z z

A W q f z z f

A W H z z

θ θ

τ θ

τ θ

θ

θ

θ

= − −

 = + − + 
 − − + 

 − ℜ ∈ −= 
− ℜ + =

= +

 




                   (3.24) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

20 11 02, ,
2 2
z zH z z H H zz Hθ θ θ θ= + + +                     (3.25) 

对方程(3.20)，对 W 中 t 求导可得 

2 2W W z W z= +


                                  (3.26) 

将(3.20)和(3.22)代入(3.26)可得 

( )( ) ( )( )20 11 0 0 11 02 0 0i iW W z W z z g W z W z z gω τ ω τ= + + + + + + − +

               (3.27) 

然后将(3.20)和(3.25)代入(3.24)可得 

( ) ( ) ( )
2 2

20 20 11 11 02 022 2
z zW AW HW AW HW zz AW HW= + + + + + +

               (3.28) 

比较(3.27)与(3.28)的系数，可以得到 

( ) ( ) ( )0 0 20 202iA I W Hω τ θ θ− = − ，                         (3.29) 

( ) ( )11 11AW Hθ θ= − .                               (3.30) 

根据方程(3.19)，我们获得 

( ) ( )
( ) ( ) 0 0i

1 2 3 4 5

, ,

1, , , , , e
tU W z z zq zq

q v v v v v ω τ θ

θ θ

θ

= + +

=
 

与(3.5)一起满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

* * * * * * *
0 1 2 3 4 5, 0 , 0 0, 1, , , , ,tg z z q F z z q F U G v v v v vτ= = =               (3.31) 

按照 Wagner [20]的方法将(3.23)和(3.31)中的系数进行比较，可以有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 0
0

0 0 0 0

2i 2i 2i2 * 2 * 2
20 21 1 1 12 2 1 31 1 2 13 3 2 41 1 3

2i 2i* 2 * 2 *
14 4 3 51 1 4 15 5 4 61 1 5 16 6 5

1 1 1 1 12 e 0 0 e 0 0 e 0
2 2 2 2 2

1 1 1 1 10 e 0 0 e 0 0
2 2 2 2 2

g G c f v c f v c f v c f v c f v

c f v c f v c f v c f v c f v

ω τ ω τ ω τ
τ

ω τ ω τ

− − −

− −

 ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= + + + +


′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + + + + 
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( ) ( )( ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )
0

* *
11 21 1 1 1 12 2 1 31 1 2 2 13 3 2 41 1 3 3

* * *
14 4 3 51 1 4 4 15 5 4 61 1 5 5 16 6 5

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

g G c f v v c f v c f v v c f v c ef v v

c f v c f v v c f v c f v v c f v

τ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= + + + +

′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + + + +
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0
0

0 0 0 0

0 0

2i 2i2 * 2 *
02 21 1 2 12 2 1 31 1 2 13 3 2

2i 2i2 * 2 *
41 1 3 14 4 3 51 1 4 15 5 4

2i 2 *
61 1 5 16 6 5

1 1 1 12 e 0 0 e 0 0
2 2 2 2

1 1 1 1e 0 0 e 0 0
2 2 2 2
1 1e 0 0
2 2

g G c f v c f v c f v c f v

c f v c f v c f v c f v

c f v c f v

ω τ ω τ
τ

ω τ ω τ

ω τ

− ′′ ′′ ′′ ′′= + + +


′′ ′′ ′′ ′′+ + + +

′′ ′′+ + 


 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0
0

0 0 0 0 0 0

i i2 * 2 *
21 21 1 1 1 12 2 1 31 1 2 2 13 3 2

i i i2 * 2 * 2
41 1 3 3 14 4 3 51 1 4 4 15 5 4 61 1 5 5

16

1 1 1 12 e 0 0 e 0 0
2 2 2 2

1 1 1 1 1e 0 0 e 0 0 e 0
2 2 2 2 2
1
2

g G c f v v c f v c f v v c f v

c f v v c f v c f v v c f v c f v v

c f

ω τ ω τ
τ

ω τ ω τ ω τ

− −

− − −

 ′′′ ′′′ ′′′ ′′′= + + +


′′′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′′+ + + + +

′′′+ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0

* * 1 * 1 * 1 * 1
6 5 12 2 1 11 13 3 2 11 14 4 3 11 15 5 4 11

i i i* 1 2 3 4
16 6 5 11 21 1 1 11 31 1 2 11 41 1 3 11

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 e 0 1 e 0 1 e 0 1

v c f v W c f v W c f v W c f v W

c f v W c f v W c f v W c f v Wω τ ω τ ω τ− − −

′′ ′′ ′′ ′′+ + + +

′′ ′′ ′′ ′′+ + − + − + −

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0

0 0

0 0

i i5 6 * 1 * 1
51 1 4 11 61 1 5 11 12 2 1 20 13 3 2 20

i* 1 * 1 * 1 2
14 4 3 20 15 5 4 20 16 6 5 20 21 1 1 20

i 3
31 1 3 20 41

1 1e 0 1 e 0 1 0 0 0 0
2 2

1 1 1 10 0 0 0 0 0 e 0 1
2 2 2 2
1 1e 0 1 e
2 2

c f v W c f v W c f v W c f v W

c f v W c f v W c f v W c f v W

c f v W c

ω τ ω τ

ω τ

ω τ

− −′′ ′′ ′′ ′′+ − + − + +

′′ ′′ ′′ ′′+ + + + −

′′+ − + ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0

0 0

i i4 5
1 3 20 51 1 4 20

6
61 1 5 20

10 1 e 0 1
2

1 e 0 1
2

i

f v W c f v W

c f v W

ω τ ω τ

ω τ

′′ ′′− + −

′′+ − 


   (3.32) 

因为 ( )20W θ 和 ( )11W θ 在 12g 中未知，我们继续求解 ( )20W θ 和 ( )11W θ 。 
从(3.10)，(3.22)和(3.24)可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) [ )
( ) ( )( )

( )

0 * 0 *
0 0 0 1 0 0 1 0

*
0 0

*
0 0 0

0

i 0 , i 0 ,

2 0 , ,      1,0

2 0 , ,    0

, ,

t

t t

W U z t q zq

A U R U w z t q f z z q w z t q f z z q

A W q f z z

A W q f z z f

A W H z z

θ θ

τ θ τ θ

θ

θ

θ

= − −

   = + − + − − +   
 − ℜ ∈ −= 

− ℜ + =
= +

 




       (3.33) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

20 11 02, ,
2 2
z zH z z H H zz Hθ θ θ θ= + + +                     (3.34) 

由(3.20)式对 t 求导有： 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

2 2

20 11 0 0

11 02 0 0

i ,
i ,

W W z W z
W z W z z g z z
W z W z z g z z

θ θ ω τ

θ θ ω τ

= +
= + + +

= + + − +










                     (3.35) 

将(3.33)代入(3.35)可得： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2 2 2

20 11 02 20 11 02

2 2

20 20 11 11 02 02

0
2 2 2 2

0 0 0
2 2

z zW A W W zz W H H H

A

z zzz

zW H A W H Azz W zH

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

 
= + + + + + + + 

 

= + + + ++ +



 



  (3.36) 

分别比较(3.35)和(3.36)式中 2z 和 zz 的对应系数可得以下方程 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 20 20

11 11

0 2i

0

A w I W H

A W H

τ θ θ

θ θ

− = −

= −
                           (3.37) 

其中 I 是单位矩阵或恒等变换。 
从(3.33)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

* *
0 0

2 2

20 11 02

2 2

20 11 02

, , 0 0
, 0 ,

2 2

2 2

H z z q f q q f q
g z z q g z z q

z zg g zz g q

z zg g zz g q

θ θ θ
θ

θ

θ

= − −
= − −

 
= − + + + 

 
 

− + + + 
 





                     (3.38) 

对 [ )1,0θ ∈ − 。 
比较(3.38)，(3.34) 2z 和 zz 的对应系数可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

20 20 02

211 11 11

H g q g q

H g q g q

θ θ θ

θ θ θ

= − −

= − −
                            (3.39) 

从(3.37)我们可得 

( ) ( ) ( ) ( )20 0 0 20 200 2iA W w W Hθ τ θ θ= − . 

根据 ( )0A 和 ( )q θ 的定义并结合(3.39)有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

i i
20 0 0 20 20 02

i i 2i20 02
20 1

0 0 0 0

2i 0 e 0 e
i i

0 e 0 e e
3

w w

w w w

W w W g q g q
g g

W q q N
w w

τ θ τ θ

τ θ τ θ τ θ

θ τ θ

θ
τ τ

−

−

= + +

= + +



                   (3.40) 

 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1 1, , , , ,N N N N N N N= 是常数向量。 

同理可得， ( )11W θ ， ( )11W θ 如下 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

i i
11 11 11

i i11 11
11 2

0 0 0 0

0 e 0 e
i i

0 e 0 e

w w

w w

W g q g q
g gW q q N

w w

τ θ τ θ

τ θ τ θ

θ

θ
τ τ

−

−

= +

= + +



                      (3.41) 

其中， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T1 2 3 4 5 6
2 2 2 2 2 2 2, , , , ,N N N N N N N= 也是常数向量。 

接下来继续计算 1N 和 2N 。 
从(3.37)和 ( )0A 的定义又可以导出如下方程： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0
20 0 0 20 201

0
11 111

d 0 2i 0 0

d 0 0

W W H

W H

η θ ω τ

η θ
−

−

= −

=

∫
∫

                        (3.42) 
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其中， ( ) ( )0,η θ η θ= 。 
从(3.33)有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

20 20 02

2i 2i 2i 2i 2i2 2 2 2 2
21 1 1 31 1 2 41 1 3 51 1 4 61 1 5

12 2

13 3

0

14 4

15 5

16 6

0 0 0
1 1 1 1 10 e 0 e 0 e 0 e 0 e
2 2 2 2 2

1 0
2
1 0
22
1 0
2
1 0
2
1 (0)
2

H g q g q

c f v c f v c f v c f v c f v

c f

c f

c f

c f

c f

τ ω τ ω τ ω τ ω τ ω

τ

− − − − −

= − −

 ′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + + +

 ′′



′′
+
 ′′

 ′′



′′
 
















(3.43) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )
( )
( )

11 11 11

21 1 1 11 31 1 2 22 41 1 3 33 51 1 4 44 61 1 5 55

12 2

13
0

14 4

15 5

16 6

0 0 0

0 0 0 0 0

0

0

0

0

0

H g q g q

c f v v c f v v c f v v c f v v c f v v

c f

c f

c f

c f

c f

τ

= − −

′′ ′′ ′′ ′′ ′′ + + + +
 

′′ 
 ′′ +  ′′ 
 ′′
 
 ′′ 

          (3.44) 

将(3.40)的第二个式子和(3.43)代入(3.42)的第一个式子，可以得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 0
0 i i 2i20 02

11
0 0 0 0

20 02
0 0 1 20

0 0 0 0

i id 0 e 0 e e
3

i i2i 0 0 0
3

w w wg gq q N
w w

g gw q q N H
w w

τ θ τ θ τ θη θ
τ τ

τ
τ τ

−

−

 
+ + 

 
 

= + + − 
 

∫
                  (3.45) 

因为， 0
0 1iω τ 是 0A 对应于特征向量 ( )0q 的特征值，因此，从(3.45)得 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 2i
0 0 11

2i 2i 2i 2i 2i2 2 2 2 2
21 1 1 31 1 2 41 1 3 51 1 4 61 1 5

12 2

13 3

0

14 4

15 5

16 6

2i e d

1 1 1 1 10 e 0 e 0 e 0 e 0 e
2 2 2 2 2

1 0
2
1 0
22
1 0
2
1 0
2
1 0
2

w

w w w w w

w I N

c f v c f v c f v c f v c f v

c f

c f

c f

c f

c f

τ θ

τ τ τ τ τ

τ η

τ

−

− − − − −

−

 ′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + + +

 ′′



′′
=
 ′′

 ′′

′′


∫













 
 
 


(3.46) 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.126273


和光珠 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.126273 2732 应用数学进展 
 

同理，我们可得 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )
( )
( )
( )

21 1 1 11 31 1 2 22 41 1 3 33 51 1 4 44 61 1 5 55

12 2

0 13 3
2 01

14 4

15 5

16 6

0 0 0 0 0

0

0
d

0

0

0

c f v v c f v v c f v v c f v v c f v v

c f

c f
N

c f

c f

c f

η θ τ
−

′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + + + 
 

′′ 
 ′′ = −  ′′
 
 ′′
  ′′ 

∫    (3.47) 

最后，根据 ( )η θ 的定义，解出 1N ， 2N 和 12g 。除此之外我们可得以下值 

( )

( ){ }
( ){ }
( ){ } ( ){ }

( ){ }

2
2 02 21

1 11 20 11
0 0

1
2

0

1 2 0
2

0 0

2 1

i0 2 ,
2 3 2

Re 0
,

Re

Im 0 Im
,

2Re 0 .

g gC g g g
w

C

C
T

w

C

τ

µ
λ τ

µ λ τ
τ

β

 
 = − − +
 
 

= −
′

′+
= −

=

 

定理 3.1 

1) Hopf 分岔的方向由 2µ 决定：如果 2 0µ >  ( 2 0µ < )，那么 Hopf 分岔是超临界的(次临界的)，且在

0τ τ>  ( 0τ τ< )时分岔周期解存在； 
2) 分岔周期解的稳定性依赖于 2β ，当 2 0β <  ( 2 0β > )时，中心流形上的分岔周期解是稳定的(不稳

定的)； 
3) 分岔周期解的周期由 2T 决定：若 2 0T >  ( 2 0T < )则周期增加(减少)。 

4. 数值模拟 

首先，我们提供系统(1.1)的一些数值结果，来验证上一节获得的分析预测。考虑以下系统： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1 1 2 2 3 2 4 2

5 2 6 2

2 2 1 1

3 3 1 1

4 4 1 1

5 5 1 1

6 6 1 1

4 4 tanh tanh tanh

tanh tanh ,

4 2 tanh ,

4 3tanh ,

4 2 tanh ,

4 3tanh ,

4 2 tanh ,

u t u t u t u t u t

u t u t

u t u t u t

u t u t u t

u t u t u t

u t u t u t

u t u t u t

τ τ τ

τ τ

τ

τ

τ

τ

τ

= − + − + − + −

+ − + −

= − − −

= − − −

=





− − −

=






− − −

= −





 − −






             (4.1) 

这个系统有唯一的平衡点 ( )0 0,0,0,0,0,0E ，并且满足定理 2.3 所述的条件。当 0τ = 时，平衡点

( )0 0,0,0,0,0,0E 是渐进稳定的。以 0j = 为例，通过计算得到 0 1.68τ ≈ ， 0 0.5621ω ≈ 。因此，当 0τ τ< 时，

平衡点 ( )0 0,0,0,0,0,0E 是稳定的。这里可以通过计算机模拟进行说明(参见图 1(a)~(f))。当τ 通过临界值 0τ
时，平衡点 ( )0 0,0,0,0,0,0E 失去稳定性，发生 Hopf 分岔，即从平衡点 ( )0 0,0,0,0,0,0E 产生的周期解分支

族，如图 2(a)~(f)所示。 
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Figure 1. The behavior and phase profile of the system when 01.5 1.68τ τ= < ≈ . The equilibrium 

point ( )0 0,0,0,0,0,0E  is gradually stable, the initial value is ( )0.2,0.2,0.2,0.2,0.2,0.2  

图 1. 当 01.5 1.68τ τ= < ≈ 时系统的行为和相位画像。平衡点 ( )0 0,0,0,0,0,0E 是渐进稳定的，初

始值是 ( )0.2,0.2,0.2,0.2,0.2,0.2  

 

 

Figure 2. The behavior and phase profile of the system when 02 1.68τ τ= > ≈ . Hopf bifurcation 

occurs at equilibrium point ( )0 0,0,0,0,0,0E , the initial value is ( )0.2,0.2,0.2,0.2,0.2,0.2  

图 2. 当 02 1.68τ τ= > ≈ 时系统的行为和相位画像。Hopf 分岔发生在平衡点 ( )0 0,0,0,0,0,0E ，

初始值是 ( )0.2,0.2,0.2,0.2,0.2,0.2  

 
对于神经网络而言，由于网络的输出是时间的一个函数，对于给定的输入，网络的响应可能是收敛

到一个稳定的输出，也可能振荡、无限的增大，或是遵循一种混乱的模式。为了维持系统的稳定性，我

们需要控制时滞在临界值之前。要想神经网络在工程中发挥作用，关键是保持所设计的神经网络具有指

数稳定性或渐进稳定性。而将神经网络应用于实时计算处理中时，我们通常希望系统有较高的指数收敛

度，即神经网络是指数收敛的，稳定性的重要意义不言而喻。 
另一方面，可以通过使用定理 3.1 中的理论分析来获得致使周期振荡分岔的特性，可以计算出以下

四个指标值： 

2 2 219.1617 0, 11.4797 0, 1.6430 0Tµ β= > = > = >                        (4.2) 

根据定理 3.1， 2 0µ > 表示系统(4.1)经历了超临界 Hopf 分岔。 0 2, 0τ τ β> > 指正平衡点 ( )* 0,0,0,0,0,0E
的分支周期解在中心流形上是不稳定的。另外， 2 0T > 表示周期解的周期随着τ 的增加而增加，这些结果

与上述数值分析一致。 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.126273


和光珠 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.126273 2734 应用数学进展 
 

5. 论文总结 

本文主要分析了时滞对六维 BAM 系统振荡行为的影响，利用已有的研究方法探索，分别从理论分

析和数值模拟两方面获得了一些有意义的成果，为神经网络的推广应用提供了理论依据。 
首先，通过研究 BAM 神经网络相应的线性化系统的特征方程的特征值分布，从理论上得到了系统

Hopf 分岔产生的临界条件。其次，通过运用规范型方法和中心流形定理，得到了系统在中心流形上的

Hopf 分岔的规范型。最后，通过数值模拟仿真分析，表明时滞可以诱导 BAM 神经网络从稳定态转为振

荡态(即出现 Hopf 分岔现象)，进一步验证了主要结果。 
虽然研究者对含时滞的 BAM 神经网络的研究已经取得了一些结果，但是对神经网络丰富动力学行

为的认识还很有限。在此篇文章中，我们主要研究含时滞的 BAM 神经网络模型(1.1)在平衡点的稳定性和

Hopf 分岔的存在性以及确定 Hopf 分岔方向和周期解稳定性的条件，研究表明当时滞超过一定的临界值

时，系统出现 Hopf 分岔现象。数值模拟验证了时滞可以诱导 BAM 神经网络从稳定态转为振荡态的结果，

为神经网络的非线性动态特性研究提供了理论依据。文章的主要技术难点在于，一方面，在考虑维数较

高方程时，代数方程次数过高会增加计算特征值的难度；另一方面，在研究时滞 Hopf 分岔问题时，原系

统有两个时滞，通过做变量替换，将两时滞的和看为一个量( 1 2τ τ τ= + )，就可以很容易将两个时滞合并

为一个处理，这样可以大大简化理论计算的复杂性。然而，对于系统(1.1)，仍有一些有趣而复杂的动力

学行为有待进一步研究。比如，研究高维的分岔问题和讨论复杂连接方式的 BAM 神经网络系统也是非

常有意义的问题，值得进一步考虑。 
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