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Abstract 
Analogy in the teaching of complex function is a commonly used method. But the complex function 
and the real function still have many differences in essence. Only clear with the essential differ-
ence between complex function and real function, and realizing the unique properties of complex 
function content, students can better understand and apply complex function. 
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摘  要 

在复变函数的教学中类比教学法是比较常用的教学方法，但是复变函数与实函数还是有许多本质的区别，
学生只有清楚复变函数与实函数的本质区别，了解复变函数内容的独特之处，才能更好地理解和应用复

变函数。 
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1. 引言 

复变函数是分析学的一个重要组成部分，是数学乃至自然科学的重要基础之一，是分析学应用于实

际问题的一种具体工具和桥梁。因此，很多院校的工科专业都开设了这门课。 
关于复变函数的教学方法的研究也有许多，其中教师在上课的时候常用类比教学法。因为，复变函

数在分析结构上几乎与微积分相同，也是按照函数、极限、连续、导数、积分及级数的顺序建立起来的

[1] [2]。而且定义形式和运算性质也相同，这就很容易给学生造成一个错觉：似乎整部复变函数只是把微

积分中许多概念照搬而已。因此在教学中除了注意复变函数中的概念与微积分中有关概念的共性外，还

应特别注意复变函数的固有特点，帮助学生更好地理解复变函数的概念。所以在教学中在使用类比教学

法的同时，尽可能清晰地让学生理解复变函数与实函数的本质不同。这样，学生在学习复变函数时具有

全新的认识，对知识的理解会具有一定的建构性。 
本文从平面、极限、导数的定义、解析函数、级数五个方面类比复变函数内容与实函数内容，并从

中指出了其本质区别。 

2. 平面 

法国大数学家笛卡尔把代数和几何结合起来，创立了解析几何，所在平面为笛卡尔平面(笛卡尔平面

直角坐标系)。一位数学史家曾经这样评价解析几何：没有笛卡尔的解析几何，就没有牛顿的微积分。同

样挪威一位测量工作者维塞尔促使了复代数与几何的“握手”。他建立了复平面，并且把复数一一对应

到平面上，由此复微分和复积分才发展起来[3]。但是复变函数与高等数学中的函数还是由本质区别的。 
1) 高等数学是建立在笛卡尔平面，复变函数是建立在复平面上，笛卡尔平面和复平面存在质的不同：

一是笛卡尔平面 x 和 y 可以是函数关系 ( )y f x= ，而复平面 z x iy= + 则表示一对复自变量；二是笛卡尔

平面坐标中横坐标与纵坐标相互独立，而复平面上，由于 2 1i = − ，使 x 和 y 可以相互转换。 
2) 由于笛卡尔平面与复平面的不同，实变函数中函数的自变量的定义域是数轴，因变量的取值在实

数域，复变函数中 ( )f zω = ， u ivω = + ，自变量是二维的，对应的因变量也是二维的。映射是复变函数

的几何表示。在复变函数产生于发展过程中，认识到需要不同平面才能给出几何直观表示经历了很长一

段时间，直到 1825 年，高斯才以完美的形式解决了两个平面， z 平面G 变到ω 平面 *G 。 
3) 在复平面上，∞是一个假想的点，和实数系中的无穷大既有区别又有联系。实数系中的无穷大是

绝对值无限增大的量，有正无穷大和负无穷大之分。在复变函数中，引入∞是为了与无穷远点相对应，∞

是指模为正无穷大，幅角无意义的唯一的一个复数。因为复数域的∞没有正无穷大和负无穷大之分，所

以在关于∞的减法运算就有如下规定： ( )α α α−∞ = ∞ − = ∞ ≠ ∞ 。 

3. 极限 

复变函数的极限和连续的定义，是由实函数极限和连续的定义类比而来，运算法则和性质都相似，

并且都是有极限的概念来定义函数的连续性。复变函数的极限和连续问题都可以转化为两个二元实函数

的相应问题。 
一元实函数的极限 ( )

0
lim
x x

f x
→

， 0x x→ 是指 x 在 0x 的邻区内从 0x 的左右以趋于 0x 。复变函数 ( )f z 极
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限定义的几何意义是：当变点 z 一旦进入 0z 充分小的δ 去心邻域时，它的象点 ( )f z 就落入 A 的预先给定

的的 ε 邻域中。复变函数极限的定义和一元实变函数极限的定义相比十分类似，但是这里用圆形域代替

了那里的邻区。并且 0z z→ 的方式是任意的，就是说无论 z 从什么方向，以何种方式趋向于 0z ， ( )f z 都

要趋向于同一个常数 A 。这比一元实变函数极限定义的要求要严苛得多，这也正是复变函数与实变函数

有许多不同点的原因所在。 

4. 导数 

复变函数的导数、微分的定义与一元实函数的导数、微分定义是一致的，是利用类比的方法由一元

实函数的概念推广到复数域得到的。 
设函数在 ( )w f z= 定义于区域 D ， 0z 为 D 中的一点，点 0z z+ ∆ 不出 D 的范围。如果极限

( )0lim
z o

f z z
z∆ →

+ ∆

∆
存在，那么就说 ( )f z 在 0z 可导。定义中 0 0z z z+ ∆ → 的方式是任意的，定义中极限值存

在的要求与 0 0z z z+ ∆ → 的方式无关。也就是说，当 0z z+ ∆ 在区域 D 内以任何方式趋于 0z 时，比值

( ) ( )0 0f z z f z
z

+ ∆ −

∆
都趋于同一个数。对于导数的这一限制比对一元实变函数类似的限制要严格得多，从 

而使复变函数可导函数具有许多独特的性质。在实变函数中，处处连续，但不可导的函数不是很常见，

但是在复变函数中处处连续，但不可导的函数很常见，比如： , Im ,Rez z z 等[4] [5]。 

5. 解析函数 

复函数的研究可以转化为两个二元实函数的研究，解析函数的两个实函数就不再独立，它们之间满

足 Cauchy-Riemann 方程。函数在一点解析的定义是：如果函数 ( )f z 在 0z 及 0z 的邻域内处处可导，那么

称 ( )f z 在 0z 解析。函数在一点处解析比在该点处可导的要求要高很多，所以解析函数比实变函数具有许

多特有的性质。 

5.1. 解析函数具有任意阶导数 

对一元实变函数求导，如果一阶导函数不连续，则函数不能进行二次可导[1]。比如一元实变函数 

( )
2 1sin 0

0 0

x x
f x x

x

 ≠= 
 =

，它的一阶导函数为 ( )
1 12 sin cos 0

0 0

x x
f x x x

x

 − ≠′ = 
 =

这个函数在 0x = 点是不连续 

的，所以不能再进行求导。但是在复变函数中函数如果是解析函数不仅有一阶导数，而且有各高阶导数，

并且解析函数的导数仍然是解析函数。 

5.2. 任何解析函数都一定能用幂级数表示 

在实变函数中，任意阶可导的函数是存在的，但它不一定能用幂级数来表示[1]。例如函数 

( )
2

1

e 0
0 0

x xf x x R
x

− ≠= ∉
 =

， 就不能用 x 的幂级数来表示。究其原因，在实变函数中，要把一个连续函数 

展开成幂级数，既要求它具有任意阶导数，还要求泰勒公式中余项的极限为零。上面这个例子就是因为

余项不趋于零，所以不能展开成 x 的幂级数。对一个实变函数来说，要求出它的各阶导数已不容易，又

要证明余项趋于零就更为困难。但对于复变函数中的解析函数来说，由于它有任意阶导数存在，而且又

有泰勒展开定理的保证，因此就不用考虑这两方面的问题。 
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5.3. 初等函数 

复变初等函数是一元实变初等函数在复数范围内的推广，它既保持了后者的一些基本性质，又与后

者有不同的特性。指数函数与对数函数(除去原点和负实轴)是解析函数，并且是周期函数和多值函数，对

数无负数的结论不再有效。欧拉定理将指数函数和三角函数紧密联系起来，这是复数运动的一大成果。

复变函数中的三角函数，除了具有周期性、奇偶性，一些三角恒等式仍然成立。但是三角函数不再具有

有界性，即不等式 sin 1z ≤ 与 cos 1z ≤ 不成立。复变函数的初等函数由于具有一些特性，所以有很多应

用。比如：利用多值函数计算实积分时，多值函数的单值解析分支与围道的选择非常重要。初等函数在

平面场，特别是稳定平面静电场和稳定平面流场具有重要的应用。 

6. 级数 

复数范围内的级数和数列的关系与实数范围内的情况十分类似。复数项级数和复变函数项级数的一

些概念、定理是实数范围内相应内容在复数范围内的推广。幂级数的收敛性、性质定理、展开方法也是

由实函数幂级数的相应内容类比而来。 
因为任何解析函数都可以展开成泰勒级数，但对于有奇点的解析函数可用洛朗级数展开。洛朗级数

把一个函数在围绕它的孤立奇点的圆环域内展开成级数，是泰勒级数的推广。泰勒级数与洛朗级数的区

别是：泰勒级数是圆域收敛的，刻画了函数的解析性；洛朗级数是环域收敛的，刻画了函数的奇性。 
任何一种理论的发展在起始阶段和成熟阶段都有着本质的区别。在起始阶段模仿多于创新，而后才

发展成自身的规律，复变函数的发展也是如此。复变函数在其他学科还有很多应用有待开发，只有认清

复变函数自身的特点和规律，才能更好地学习复变函数，才能对复变函数在其他学科上的应用得心应手。 
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