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摘  要 

综合法、分析法、反证法、数学归纳法在高等代数中经常出现，是本篇文章讲述的重点。本文通过给出

概念、直观理解，到举例应用、加深理解，再到归纳特征、做出总结的方式向学生们讲述。 
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Abstract 
Comprehensive method, analytical method, paradoxical method and mathematical induction often 
appear in higher algebra, which is the focus of this article. This article explains to students by pro-
viding concepts, intuitive understanding, example application, deepening understanding, and then 
summarizing features and making summaries. 
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1. 引言 

高等代数的开设一般在大一时期，从高中到大学的知识跨度，可能使学生短期内还不能更好地了解

和掌握。因此为了使同学们能更加透彻地掌握高等代数的知识[1]，从数学推理方法的角度去帮助同学们

更加快速和深刻地学习它。就代数学本身而言，便于学生理解高等代数的知识，形成更加有条理的框架，

促进解决线性方程组和学习它。就代数学本身而言，便于学生理解高等代数的知识[2]，形成更加有条理

的框架，促进解决线性方程组和高次一元方程组的问题上能有更大的突破和创新；同时使其不仅仅在代

数学上[3]，以及在几何学、分析数学上能提供相似的研究方法，促进数学各分支间的联系，推动整个数

学的发展；最后，在综合法和分析法、反证法、数学归纳法的研究中，从中吸取学习方法培养学生的数

学素养、数学思维能力，形成踏实肯干、严谨求实的数学文化素养。 
数学作为基础学科，从幼儿园到博士每天都在接触。解决好数学问题才能更好地推动人类社会的进

步。学生们通常在解题的过程中常常没有思路，无法下笔，基于此，本文从数学推理方法在高等代数应

用的学习出发[4]，帮助学生分析题目，解答题目，培养学生的数学思维，提高数学文化素养。 

2. 综合法和分析法 

2.1. 综合法、分析法概念 

综合法：根据命题的条件或者定义、定理、公理等，运用逻辑推理能力推理，最后达到要证明结论

的方法，就称为综合法或者由因导果法。 
分析法：根据要求的结论，经过步步探索，最后达到命题的已知条件或者是定义、定理、公理等，

就称为分析法或者执果索因法。 

2.2. 综合法、分析法的区别与联系 

区别：综合法采用正推的方式，将已知的条件作为因为，推理的结果作为所以；分析法采用逆推的

方式，将要求的结论作为因为，推理的结果作为所以。若记 P 为条件或者定义、定理、公理等，Q 为要

证明的结论，则综合法为若 P 则 Q；分析法为若 Q 则 P。 
联系：综合法与分析法常常相互联系，贯穿同一题中。恩格斯曾经说过“没有分析就没有综合”，

两者之间是对立的，也是统一的。综合法与分析法体现在证明充要问题时，综合法寻找必然性，分析法

寻找充分性。 

2.3. 综合法与分析法在高等代数中的应用实例 

在实际生活中，综合法与分析法密不可分，此处选取高等代数中经典实例，让同学们更好地体会数

学推理方法的思想。 
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例 1 子空间的直和的充分必要条件：设 V1、V2 是线性空间 V 的子空间，证明下列条件等价： 
( 1 2V V+ )是直和； 1 2 0α α+ = ， ( )1,2i iV iα ∈ = 只有 iα 全为零时才成立(零向量的分解式唯一)； 

{ }1 2 0V V∩ = ; 

1 2dim dim dimV V V= + . 

求解如下： 
引理 1 设 V1、V2 是线性空间 V 的子空间，如果( 1 2V V+ )中每个向量α 的分解式 

1 2 1 1 2 2, ,V Vα α α α α= + ∈ ∈ 是唯一的，这个和就称为直和，记为 1 2V V⊕ 。 

1)推 2)，2)推 1)证明： 
必要性 根据引理 1 直和的定义可知，其对于任何向量的分解式都是唯一的，则零向量的分解式也是

唯一的，这是显然的。(综合法) 
充分性 要证零向量的分解式唯一时， 1 2V V+ 是直和，则只需证明 1 2V Vα ∈ + ，它有两个分解式

( )1 2 1 2 , , 1, 2i i i iV V iα α α β β α β= + = + ∈ ∈ =  (分析法) 

综上根据零向量分解式唯一，即 1 2 1 20 α α β β= + = + ，则 1 1 2 2,α β α β= = ，则零向量的分解式唯一，

由引理 1 知，这个和为直和。 
2)推 3)，3)推 2)证明：(可作为学生练习) 
必要性 根据 2)中已知 ( )1 2 0, 1, 2i iV iα α α= = ∈ = 显然 { }1 2 0V V∩ = 。(综合法) 

充分性 由 { }1 2 0V V∩ = ，要证 ( )1 2 0, 1, 2i iV iα α α= = ∈ = ，则只需证 ( )1 2 1 20 , 1, 2i iV V V iα α α= = = ∩ ∈ = ，

即 1 2 0α α= − = 。(分析法) 

3)推 4)，4)推 3)证明： 
引理 2 V1、V2 是线性空间 V 的子空间，则 

( ) ( )1 2 1 2 1 2dim dim dim dimV V V V V V+ = ∩ = +                         (1) 

必要性 由 { }1 2 0V V∩ = ，则 ( )1 2dim 0V V∩ = ，由引理 2 的维数公式成立。(综合法) 

充分性 由引理 2 可知， ( )1 2dim 0V V∩ = ，即 { }1 2 0V V∩ = 。(综合法) 

2.4. 综合法与分析法总结 

综合法与分析法体现了演绎推理过程，与合情推理中的“猜想”不一样，因为它的步步推理都是严

密的，从而得到的每一个结论都是正确的，同学们需要大量练习，认真体会综合法和分析法。 

3. 反证法 

3.1. 反证法的概念 

以否定命题不真实达到肯定论题真实性的方法，先假设命题结论不成立，经过严密推理，推导出与

定义、定理、公理等相矛盾的结果，推翻假设命题，原命题成立。反证法也称为归谬法[5]。 

3.2. 反证法在高等代数中的应用实例 

证明：若 ( ) ( ) 0f x g x = ，则 ( )f x 和 ( )g x 中至少有一个为零多项式。 

求解如下： 
假设 ( )f x 和 ( )g x 都不是零多项式，则 ( )f x 的次数大于零， ( )g x 的次数也大于零，那么 ( ) ( )f x g x

的次数也大于零，则 ( ) ( )f x g x 不为零多项式与题干矛盾。 

综上， ( )f x 和 ( )g x 中有一个为零多项式。(反证法) 
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3.3. 反证法总结 

在具体题型中可从以下五大方面考虑利用反证法解题[6] [7]： 
1) 直接证明没有办法下手，但反向证明有思路时； 
2) 命题的结论中有“至少存在”，它的反面“必定不存在”，此时若简单即可采用反证法； 
3) 命题的结论有否定词语，它的反面是肯定判断时，肯定时证明起来简单时； 
4) 命题的结论含有唯一，只要反证找出不唯一即可； 
5) 命题中含有“无限形式”的结论，借助“有限”的推理证明时。 

4. 数学归纳法 

4.1. 数学归纳法的概念 

数学归纳法由 1575 年的莫罗利科(Maurolico)出版的《算数》(Arithmeticorum libri duo)中提到的，其

后经发展又将其分为第一数学归纳法、第二数学归纳法、倒推归纳法(反向归纳法)、螺旋式归纳法[8]。 
1) 第一数学归纳法 
当 0n n=  ( 0n 一般取 0 或 1)时，命题成立；假设 kn n=  ( 0k n≥ ，k 为自然数)时命题成立，再利用 kn n=

时成立的命题去证明 ( )1 0kn n k n+= ≥ 时命题成立。因此，对任意自然数，命题都成立。 

2) 第二数学归纳法 
当 0n n=  ( 0n 一般取 0 或 1)时，命题成立；假设 0 kn n n≤ ≤  ( 0k n≥ ，k 为自然数)时命题成立，再利

用 0 kn n n≤ ≤ 时成立的命题去证明 1kn n +=  ( 0k n≥ )时命题成立。因此，对任意自然数，命题都成立。 

• 倒推归纳法(反向归纳法) 
当 0n n=  ( 0n 一般取 0 或 1)时，命题成立；假设 1kn n +=  ( 0k n≥ ，k 为自然数)时命题成立，再利用

1kn n +=  ( 0k n≥ )成立的命题推导出 kn n= 时命题成立。因此，对任意自然数，命题都成立。 

• 螺旋式归纳法 
当 0n n=  ( 0n 一般取 0 或 1)时， ( )0P n 命题成立，假设 ( )kP n  ( 0k n≥ ，k 为自然数)时命题成立，得

到 ( )kQ n  ( 0k n≥ ，k 为自然数)成立，再由 ( )kQ n  ( 0k n≥ ，k 为自然数)成立推导出 ( )1kP n +  ( 0k n≥ ，k
为自然数)成立的命题，在此过程中命题 ( )kQ n  ( 0k n≥ ，k 为自然数)相当于中间的桥梁。因此，对任意

自然数，命题都成立。 

4.2. 数学归纳法在高等代数中的应用[9] 

第一数学归纳法实例：假设对于一切实数 a、b，等式 ( ) ( ) ( )f a b f a f b+ = + 成立，试证明对于一切

有理数 k 来说，都有 ( ) ( )f ka kf a= 。 

求解如下： 
1) 令 a b= ,根据等式 ( ) ( ) ( )f a b f a f b+ = + 得 

( ) ( ) ( )2f a f a f a= + , 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 3f a f a f a f a= + = , 

则对于一切自然数 k， ( ) ( ) ( ) ( )1f ka f a f k a kf a= + − =   成立。(数学归纳法) 

2) 对于分数
m
n

 (m、n 互质， 1n > ) 

( ) ( ) m mmf a f ma f n a nf a
n n

   = = =   
   

                          (2) 
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则 ( )m mf a f a
n n

 =  
 

。 

3) a b= − 有 ( ) ( ) 0f a f a+ − = 则 ( ) ( )f a f a− = − ，由此可知，对于一切有理数 k 该命题恒成立。 

第二数学归纳法实例：证明 A 是属于数域 P 上的 n 级矩阵， ( ) ( ) ( ) [ ]1, , , sf x f x f x p x∈� ，

( ) ( ) ( ) ( )1 2 sf x f x f x f x= � ，且 ( ) ( ) ( )1 2, , , sf x f x f x� 两两互素，设线性方程组 

( ) ( ) ( )10, 0, , 0sf A X f A X f A X= = =� 的解空间分别为 1 2, , , sV V V� ，则 

1 2 sV V V V= ⊕ ⊕ ⊕�                                   (3) 

求解如下： 
当 2s = 时， ( ) ( ) ( )1 2f x f x f x= ，由 ( )1f x 、 ( )2f x 互素，则存在 ( )u x 、 ( )v x 使 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1u x f x v x f x+ =                                 (4) 

将矩阵 A 带入上式有 

( ) ( ) ( ) ( )1 2u A f A v A f A E+ =                                (5) 

因此，对于任意的 nPα ∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( )1 2u A f A v A f Aα α α+ =                              (6) 

记 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2,u A f A v A f Aα α α α= = ，便有 1 2α α α+ = ，当 Vα ∈ 时有 ( ) ( ) ( )1 2 0f A f A f Aα α= = ，

则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 1 2 0f A f A u A f A u A f A f Aα α α= = = 。即 1 2Vα ∈ ，同理 2 1Vα ∈ ，显然 1 2,V V V V⊆ ⊆ ，

则 1 2V V V= + ，又对任意的 1 2V Vα ∈ ∩ ，有 ( ) ( )1 2 0f A f Aα α= = ，则得到 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 0u A f A v A f Aα α α= + =                             (7) 

那么 { }1 2 0V V∩ = ，因此 1 2V V V= ⊕ 。 

假设命题对 2 s k≤ ≤ 个多项式成立，则 1s k= + 个多项式，记 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 kg x f x f x f x= � ，则

( ) ( ) ( )1kf x g x f x+= ，设 ( ) 0g A X = 的解空间为 W，由归纳假设有 1 2 kW V V V= ⊕ ⊕ ⊕� ，显然 ( )g x 、

( )1kf x+ 互素，根据引理 1 2V V V= ⊕ ，其中 1 11 12 1sV V V V= ⊕ ⊕ ⊕� ， 2 21 22 2sV V V V= ⊕ ⊕ ⊕� ，则有 

11 12 1 21 22 2s sV V V V V V V= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕� �                          (8) 

则此处 1 2 1kV V V V += ⊕ ⊕ ⊕� 。 
综上所述，线性方程组 ( ) ( ) ( )10, 0, , 0sf A X f A X f A X= = =� 的解空间分别为 1 2, , , sV V V� ，满足已

知条件时，则 1 2, , , sV V V�  (对任意 s 均成立)。 
特别地，对于维数有 1 2dim dim dim dim SV V V V= + + +� ，即 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 sn r f A n r f A n r f A n r f A− = − + − + + −�                   (9) 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1sr f A r f A r f A s n r f A+ + + = − +�                   (10) 

若 ( )( ) 0r f A = 等价于 ( ) 0f A =  (只有零矩阵的秩为零)，则 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 1sr f A r f A r f A s n+ + + = −� 等价于 ( ) 0f A = 。 

4.3. 数学归纳法总结 

数学归纳法是一种与 N + 有关的命题：先证明 ( )( )0 0P n n N +∈ 成立；再假设 ( )( )0,k kP n k n N +> ∈ 成

立，最后证明 ( )( )1 10,k kP n k n N +
+ +> ∈ 也成立。针对以上数学归纳法的总结，在具体的高等代数学习中，
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用的较多的是第一数学归纳法和第二数学归纳法，倒推归纳法和螺旋式归纳法不常见，同学们可以加以

了解。 

5. 综合法和分析法、反证法、数学归纳法的推广 

代数学发展到高级阶段便称为高等代数，先初步学习初等代数，再扩充研究对象，例如集合、向量

和线性空间等。相同之处都是数的运算，但在高等代数中数的运算比初等代数要更繁琐、更复杂。纵观

代数学的发展，它研究的对象不仅是数，还有矩阵、向量、向量空间、线性空间的变化等，这些对象也

都可以进行加减乘除乘方开方等运算，并将这些运算的一些集合称为代数系统，比如群论、环论、域论

等。数学可划分为代数学、几何学和分析数学，在其各个分支中都需要基本的数学方法去解题，其中所

使用的数学推理方法大都是通用的，即是同一种逻辑思维，因此本篇文章所论述的综合法、分析法、反

证法与数学归纳法适用于整个数学分支的研究中。 
通过分析以上高等代数例题中所蕴含的数学推理方法[10]，将综合法和分析法、反证法以及数学归纳

法做出更加详细的整理，加深了学生对数学推理方法的理解，便于在解决数学问题时从这些方法下手，

大大提高了解题效率。从高等代数的研究中发现，综合法分析法在解题过程中都会用到，特别在出现“充

分条件”、“必要条件”、“充要条件”时，有时综合法和分析法也会分开使用，学生应该形成一种灵

活性思维，不局限一个过程；反证法多有限制性字眼，比如：“有限”、“无限”、“唯一”、“不唯

一”、“至少”、“多于”等等，学生遇见此类问题时可以考虑，但并不绝对，有时利用反证法也并不

简单；数学归纳法在小学应该就有接触，那时以找规律的题型出现，经过一步步往上的学习，不断深入，

便演变了以上四大分类，在高代的习题中，应用第一数学归纳法和第二数学归纳法比较多，由特殊到一

般的思想。 

本文只列举了高等代数中常见的四种推理方法，还有同构思想方法、类比思想方法、化归思想方法、

构造思想方法等，这些方法在高等代数的学习中都很重要，同学可以这种学习方法做出整理归纳。另外

再掌握这些数学推理方法之后，将这些数学思想方法运用至几何学和分支数学的学习中，将整个数学分

支联系起来，做到举一反三，融会贯通。 

针对不同的命题，学生应该以命题的特点选择不同的推理方法去解题。这个过程需要学生大量地去

练题，深刻体会数学不同方法的内涵，形成自己的知识框架，在见到类似题型时利用惯性思维解决问题。

除此之外，注意每种数学推理方法并不是绝对的，可能套用方法之后并不能达到理想的效果，要及时归

纳与总结。 

6. 归纳与小结 

本文主要对综合法和分析法、反证法以及数学归纳法的概念以及在高等代数中的应用列举了具体的

实例，并分析总结了运用这些方法的一些题干提示。但在具体的高等代数的实践教学中效果并不是很理

想。每个学生的知识积累、接受程度以及个性偏好都是不同的，因此在实际的教学过程中，如何让学生

将这些好的方法吃透、保质保量的掌握，才是我们教学实践的真谛。 
在高等代数整个的教学实践过程中[11]，应当让学生养成良好的学习习惯，几乎在高等代数的每节课

的学习中，都有数学思想方法的踪迹。具体实践让学生准备一个笔记本课前安排学生进行预习，将下一

节课的学习重难点发布给大家，在课堂开始的前十分钟进行收集意见，看看同学在高等代数哪些地方存

在的问题比较多，在上课讲解的过程中，通过提高音量、抽查提问等方式引起学生兴趣，灵活运用学生

自主分析、自主探究的教学手段，提高学生的逻辑思维能力和处理问题能力。 
课中老师要根据学生的切实反应优化课堂教学质量，把握好课堂节奏。站在学生的角度想问题，数

学可能乏味无趣，晦涩难懂，如何很好地解决这些问题，每个老师都该有自己的教学模式。此处，建议
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老师从教学语言入手，通过问答式、启发式等暗示引导学生，在高等代数中渗透数学思想方法，应当细

致、规范、严谨，让学生作为学习的主体。 
课后，教师对这节课的内容应当做一个总结，特别注意这些思想方法的积累，提醒同学们做好总结，

从开始学习高等代数到课程结束，让学生将预习不懂的问题，及其每节课学习的思想方法都记录下来，

在之后的复习中重点看自己不会的地方，并将不同的思想方法进行分类、归纳、整理，在实际练习过程

中套用这些方法，久而久之形成惯性思维，在面对陌生问题时能融会贯通，提高数学思维能力，形成良

好的数学文化素养。同时，针对不同层次的学生应当分层次布置练习，在巩固过程中找出学生的不足之

处，进行查漏补缺，争取做到每一位学生都不掉队。 
在学习的道路上，教师作为学生的引路人，学生是学习的主体。数学作为基础学科，对教师的要求

更高，而让学生爱上数学，就要培养好学生的数学思维能力，掌握好数学思想方法，需要在整个高等代

数的学习中，不断渗透数学推理方法，不是一蹴而就的，是长久的，不能操之过急，要通过这些方法的

学习，让学生的思想不仅仅局限于高等代数中，扩展到分析数学、几何学等领域，让数学的各个分支联

系起来，使数学有更深一步的成果。 
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