
Advances in Geosciences 地球科学前沿, 2023, 13(4), 380-393 
Published Online April 2023 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/ag 
https://doi.org/10.12677/ag.2023.134037   

文章引用: 徐星. 基于有限元法的广域电磁法三维 NLCG 反演算法研究[J]. 地球科学前沿, 2023, 13(4): 380-393.  
DOI: 10.12677/ag.2023.134037 

 
 

基于有限元法的广域电磁法三维NLCG反演算

法研究 

徐  星 

中南大学地球科学与信息物理学院，湖南 长沙 
 
收稿日期：2023年3月4日；录用日期：2023年4月15日；发布日期：2023年4月25日 

 
 

 
摘  要 

广域电磁法(wide field electromagnetic method, WFEM)在资源勘探领域发挥着越来越重要的作用，但

数据解释目前仍以一维二维反演为主，为了适应复杂的地质条件，提高广域电磁法的数据处理精度，本

文开发了基于矢量有限元的三维非线性共轭梯度反演算法。把矢量有限元法用于广域电磁法三维正演，

采用直接求解器Pardiso对大型稀疏线性方程组进行求解，使用非线性共轭梯度法(NLCG)进行三维反演，

反演计算中，采用伴随正演隐式求取雅可比矩阵与向量的乘积，通过对多个地电模型的合成数据反演，

反演结果能够很好地重现理论模型的电性结构，证明了本文算法的有效性。 
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Abstract 
Wide field electromagnetic method (WFEM) plays an increasingly important role in the field of 
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resource exploration, but data interpretation is still mainly based on one-dimensional and 
two-dimensional inversion, in order to adapt to complex geological conditions and improve the 
data processing accuracy of wide-area electromagnetic method, this paper develops a three-di- 
mensional nonlinear conjugate gradient inversion algorithm based on vector finite elements. The 
vector finite element method is used for the three-dimensional forward evolution of the wide-area 
electromagnetic method, the large sparse linear equation system is solved by the direct solver 
Pardiso, and the nonlinear conjugate gradient method (NLCG) is used for three-dimensional in-
version, and in the inversion calculation, the product of the Jacobian matrix and the vector is im-
plicitly obtained by adjoint forwarding, and the inversion results can reproduce the electrical 
structure of the theoretical model well by inverting the synthetic data of multiple geoelectric 
models, which proves the effectiveness of the proposed algorithm. 
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1. 引言 

可控源音频大地电磁法(controlled source audio electromagnetic, CSAMT)是一种重要的地球物理勘探

方法，具有抗干扰能力强、分辨力高、勘探深度大等优点，已被广泛应用于矿产资源勘探、油气勘探、

地热勘探、地下水文调查等领域[1]。CSAMT 法沿用了大地电磁法(Magnetotelluric sounding, MT)的观测

方式，在远区测量一对正交的水平电磁信号，同时继续使用卡尼亚视电阻率公式。为满足远区测量要求，

通常需要在距离发射源数千米到数十千米的区域接收电磁信号，来获得视电阻率和相位信息。但是在实

际的野外测量中，由于各方面因素限制，有时不能满足远区测量的要求；其次，远区测量的信号微弱，

当存在较强人文干扰时，远区测量的数据信噪比会降低，数据质量得不到保证。 
广域电磁法是在 CSAMT 基础上发展起来的一种人工源频率域电磁测深方法。广域电磁法一方面继

承了 CSAMT 法使用人工源克服场源随机性的优点，采用适合于全域的公式计算广域视电阻率，突破了

CSAMT 法远区测量的限制，大大拓展了人工源电磁法的观测范围；另一方面，广域电磁法摒弃了 CSAMT
法变频法的做法，发射源一次发射的是含多个主频成分的伪随机电流信号，而且在测量时只需测量电磁

场的一个分量，大大提高了观测速度、野外工作效率[2]。何继善等人的研究明确了单分量也具有较好的

探测效果。 
目前，无论是 CSAMT 还是广域电磁法，数据解释仍然主要采用一维和二维反演技术。但是随着电

磁勘探越来越多地进入复杂地质构造环境中，地下电阻率结构很可能是三维的，一维和二维反演已经很

难得到可靠的反演结果，为了充分利用勘探数据信息和提升数据解释精度，发展三维反演技术势在必行。

随着计算机技术的飞快进步，三维反演进入实用化已成为可能。反演的基础是正演，正演的计算通常是

反演算法里最耗时的部分。前人花费了大量精力开发既能在现有计算机硬件条件下运行，又能准确恢复

地下电导率分布的算法[3] [4] [5] [6]。 
目前广域电磁法的三维正演方面，李帝铨等 2013 年采用积分方程法实现了广域电磁法三维正演，彭
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荣华等 2018 年采用基于二次耦合势的有限体积法实现了广域电磁法三维数值模拟，周印明等 2021 年基

于矢量位和标量位的有限元法实现了广域电磁法三维正演计算，徐锦通等 2022 年基于谱元法实现了广域

电磁法三维数值模拟[7] [8] [9] [10] [11]。频率域可控源三维反演方面，目前用的最多的也是最有效的有

非线性共轭梯度法(NLCG) [12]-[20]、有限内存拟牛顿法(LBFGS) [21] [22] [23] [24] [25]、高斯牛顿法(GN) 
[26] [27]等。目前专门针对广域电磁法三维反演还较少有人研究，反演参数如何选择也鲜有报导。 

本文开发了基于矢量有限元的三维非线性共轭梯度反演算法，采用的是六面体网格。首先简要介绍

了 WFEM 矢量有限元三维正演算法，然后详细阐述了本文反演算法的细节，包括：目标函数的构建，灵

敏度矩阵的计算，正则化策略，反演流程。通过合成算例证明了本文算法的有效性。本文运用 Fortran 代

码，编写了基于矢量有限元的 NLCG 反演代码，计算使用的处理器型号为 AMD Ryzen 5 5600H with 
Radeon Graphics，主频为 3.30 GHz，16G 个人 PC 机。 

2. 三维正演计算 

从微分形式的麦克斯韦方程组出发，取时谐因子为 e i t− ω ，可得电性源广域电磁法满足的麦克斯韦方

程组 
i∇× = ωµE H                                      (1) 

( ) si∇× = − +σ ωεH E J                                  (2) 

上式中：E为电场强度，单位为 V/m；H 为磁场强度，单位为 A/m； 1i = − ，ω 为角频率(rad/s)，µ 为

磁导率(H/m)，σ 为电导率(S/m)， ε 为介电常数(F/m)， sJ 为外界激发的电性源的电流密度(A/m2)，电流

强度为 I，长度为 dl 的电偶极子源的电流密度为 

( )0s Idl= −δJ r r                                     (3) 

其中 0r 为场源所在位置， r 为空间任一点所在位置， ( )δ r 为狄拉克函数，其表达式为 

( )
, 0,

0, 0,
∞ =

=  ≠
δ

r
r

r
                                    (4) 

因此电流密度在非场源点处为 0，而在源点处可以取∞，为麦克斯韦方程组的“奇异点”。为了避

免源点处的奇异性，通常有两种策略，本文使用总场算法，采用伪δ 函数，将源点分布到一个小的区域，

消除源点奇异性。忽略位移电流，消去磁场，推导了总场满足的电场双旋度控制方程 

2
sk i∇×∇× − = ωµE E J                                  (5) 

其中，k 为准静态条件下的波数， 2k i= ωµσ 。 
为了保证电场的唯一性，本文使用迪利克雷边界条件，在正演时对计算区域进行扩边处理。利用矢

量有限元法对上式进行离散化得到待求解的线性方程组 

=KE b                                         (6) 

其中，系数矩阵K 为大型稀疏复对称矩阵，E为待求解的整个计算域的网格单元棱边上的电场值列向量，

b 为右端源向量。本文使用直接解法，通过调用直接求解器 Pardiso 对上式进行高精度求解。 

3. 三维反演理论 

3.1. 目标函数的构建 

本文中，广域电磁法三维反演目标函数采用 Tikhonov 正则化[28]方式来构建，目标函数可定义为，即： 
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( ) ( ) ( )d m= +ϕ ϕ λϕm m m                                  (7) 

上式中， ( )dϕ m 为数据拟合差函数， ( )mϕ m 为模型正则化函数，λ 为正则化因子，为保证求取的电阻率

有意义，减少虚假异常，对反演过程中的电阻率添加了上下限约束[29]，反演过程中的模型参数m 设为： 

( ) ( )log log , , 1, 2, ,k k k k mm a b a b k N= − − − < < = ρ ρ ρ                      (8) 

上式中 km 和 kρ 分别为第 k 个六面体单元的转换域模型参数和真实模型参数，b 和 a 分别表示模型的上限

和下限。 
数据拟合差函数可表示为： 

( ) ( ) ( )T

obs pre obs pred d d   − −=    ϕ W dm d d W d                         (9) 

其中， obsd 为观测数据，本文的观测数据采用的是 xE 的振幅， pred 为正演预测数据， dW 为数据加权矩阵，

可表示为 

{ }1 21 ,1 , ,1 , ,1j md diag=  σ σ σ σW                          (10) 

其中 jσ 为第 j 个数据的误差，模型正则化函数为 

( ) ( ) ( )T
ref refmm m   − −   =ϕ Wm m m m mW                         (11) 

上式中 refm 为包含地球物理先验信息的参考模型， mW 为模型粗糙度矩阵。本文采用最平滑模型约束，

mW 由三维拉普拉斯矩阵的近似得到，常表示为以下形式[30]： 

m x x y y z za a a= + +W W W W                                (12) 

其中 xa ， ya 和 za 分别为离散拉普拉斯矩阵 x，y 和 z 方向的平滑参数， xW 、 yW 、 zW 分别为 x，y 和 z
方向上的二阶差分矩阵。目标函数确立后，反演问题就转为极小化目标函数的问题。 

3.2. 梯度的计算 

因为本文主要采用的是 xE 的振幅(实数)反演，若是观测数据使用的是复数，则目标函数及相应的梯

度皆要有所改变，对目标函数求梯度得 

( ) ( ) ( )T T T
pre obs ref2 d d 2d d m m∇ = − − + −ϕ λm J W W W W m m                   (13) 

上式中 J 为灵敏度矩阵，也称为雅可比矩阵，是由模型响应函数对模型参数的一阶微分构成。具体的公

式推导在附录中给出。本文的正则化参数采用冷却法更新正则化参数，即 

1n n k−= ×λ λ                                      (14) 

上式中，k 一般取为 0.1，正则化参数在反演的初始阶段选取较大的参数来保证反演的稳定性，随着反演

的进行，逐渐减小正则化参数来降低模型正则化项的权重，使得反演集中在数据的拟合上，直到达到最

佳的数据拟合差。 

3.3. 反演流程 

广域电磁法三维非线性共轭梯度反演算法的大致流程为 
1) 设置迭代次数 k = 0，读取反演的初始模型、观测数据、网格参数、反演控制参数等； 
2) 三维正演，计算正演预测数据 pred 、当前模型参数下的目标函数 ( )mkϕ 、均方根误差 rms；若 rms

达到设定的精度，则退出循环，结束程序，否则继续； 
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3) 伴随正演，计算当前模型参数下的目标函数梯度 ( )k∇ϕ m ； 
4) 计算搜索方向 1

1k k k k k
−

−= + βu M r u ，第一次迭代的搜索方向为负梯度方向； 
5) 线搜索相对最佳步长 kα ，使得 ( )m uk k k+ϕ α 满足 Armijo 条件则退出线搜索； 
6) 更新模型参数 1k k k k+ = +αm m u ，更新负梯度向量 ( )1 1k k+ += −∇ϕr m ； 
7) 更新预条件矩阵 1k+M 、参数 1k+β ； 
8) k = k + 1，回到步骤(2)。 
 

 
Figure 1. Three-dimensional NLCG inversion flowchart 
图 1. 三维 NLCG 反演流程图 

 
由上图 1 可知，三维非线性共轭梯度反演算法主要的计算量在于梯度的计算和步长的搜索。NLCG

算法对于初始模型的依赖程度较高，一个好的初始模型能让反演更快地收敛。同时预条件算子起到了加

速反演的作用。 

4. 理论模型合成数据反演算例 

模型一：设计了如图 2 所示的低阻异常体模型，低阻异常体大小为 1000 m*1000 m*500 m，它的中

心坐标为(0, 5000, 750) m。低阻体的电阻率为 10 Ωm，位于电阻率为 100 Ωm的均匀半空间中。线源沿着

x 方向布置，长度为 100 m，电流大小为 1 A，线源的中心坐标为(0, 0, 0) m，选取 8 Hz~512 Hz 呈对数分

布的七个频点的数据。布设了 21 × 21 个测点，点距 100 m，线距也是 100 m，均匀的分布在地表，测区

范围为 [ ]1000,1000x∈ − ， [ ]4000,6000y∈ 。正演网格剖分为 58 × 64 × 50 个六面体单元，反演网格剖分

为 30 × 45 × 22 个六面体单元。所输入的观测数据为 Ex 的振幅，总共获得了 3087 个添加了 3%高斯噪声

的合成数据。反演区域为： [ ]2000,2000x∈ − ， [ ]1000,8000y∈ − ， [ ]0,4500z∈ 。 
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Figure 2. Schematic diagram of the low-resistance body model 
图 2. 低阻体模型示意图 

 

 
Figure 3. Profile view of the 3D inversion results of the low-resistance body model 
图 3. 低阻体模型三维反演结果剖面图 
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反演的目标拟合差设为 1.02，反演初始正则化参数设为 100，反演的初始模型和参考模型均设为 100 
Ωm的均匀半空间，反演迭代 16 次收敛到目标拟合差。上图 3 给出了三维反演所得到的最后地电模型结

果，对比各切片图可知，低阻异常体的位置比较好的被刻画出来，低阻异常体的电阻率值恢复到 40 左右，

但是由 y 方向切片可知，在低阻异常体边缘位置，出现了明显高阻假异常。可能的原因是只使用 Ex 反演，

缺少 y 方向数据信息，导致在 y 方向信息不足，反演多解性增强。 
为了比较反演得到的最终模型和真实模型之间的差异，将频率为 8 Hz 时模型一的合成数据及反演得

到的最终模型的正演数据做比较，可得下图 4，图 4 中黑色的小点代表测点，结果显示预测数据很好的

拟合了合成数据，合成数据不光滑的原因是因为被加了 3%的高斯噪声。同时反演的 rms 收敛曲线如下。 
 

 
Figure 4. Model 1 forward response comparison chart and inversion fitting difference convergence curve 
图 4. 模型一正演响应对比图及反演拟合差收敛曲线图 

 
为了探究广域电磁法的可测量区域，对比了不同收发距情况下的反演效果。在模型一的基础上设计

了异常体中心与源的收发距与异常体底部埋深之比为 3 倍、5 倍及 7 倍的不同模型，即收发距 3000 m、

5000 m、7000 m，其他条件不变，反演结果如下(见图 5)。 
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Figure 5. Profile view of 3D inversion results of low-resistance body models with different transmit and reception distances 
(First line, sending and receiving distance 3000 m; the second line, the sending and receiving distance is 5000 m; Third line, 
sending and receiving distance 7000 m) 
图 5. 不同收发距低阻体模型三维反演结果剖面图(第一行，收发距 3000 m；第二行，收发距 5000 m；第三行，收发

距 7000 m) 

 
由图 5 可以看出，不同收发距的反演都把异常体的位置比较好的被刻画出来，结果表明，广域单分

量测深效果在较大的收发距范围内都有效果，证实了即使在不满足远区条件下，广域电磁法仍能取得较

好的探测效果，验证了广域电磁法三维反演的优势。 
模型二：为了进一步测试反演算法的准确性，设计了如图 6 所示的棋盘模型，异常体大小均为 400 

m*400 m*400 m，异常体中心埋深均为 400 m。低阻体的电阻率为 10 Ωm，高阻体的电阻率为 1000 Ωm，
位于电阻率为 100 Ωm的均匀半空间中。线源沿着 x 方向布置，长度为 100 m，电流大小为 1 A，线源的

中心坐标为(0, 0, 0) m，选取 8 Hz~512 Hz 七个呈对数分布频点的数据。布设了 21 × 21 个测点，点距 100 
m，线距也是 100 m，均匀的分布在地表，测区范围为 [ ]0,2000x∈ ， [ ]4000,6000y∈ 。正演网格剖分为

63 × 64 × 51 个六面体单元，反演网格剖分为 30 × 45 × 22 个六面体单元。所输入的观测数据为 Ex 的振幅，

总共获得了 3087 个添加了 3%高斯噪声的合成数据。反演区域设为： [ ]1000,3000x∈ − ， [ ]1000,8000y∈ − ，

[ ]0,4500z∈ 。 
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Figure 6. Schematic diagram of the checkerboard model 
图 6. 棋盘模型示意图 

 
反演结果如下图 7 所示，由图 7 可知，不同剖面的反演结果都比较好地刻画出高低阻异常体的位置，

对于异常体电阻率的恢复，低阻异常体的电阻率最小值约为 40 Ωm，高阻异常体的电阻率最大值约为 200 
Ωm。可以看出低阻异常体的恢复更接近真实模型。这反映了电磁法对低阻体和高阻体不同的分辨率。 

 

 
Figure 7. Schematic diagram of the checkerboard model plan 
图 7. 棋盘模型平面示意图 
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反演结果如下图 8 所示。 
 

 
Figure 8. A profile view of the checkerboard model inversion result 
图 8. 棋盘模型反演结果剖面图 

 
反演的 rms 收敛曲线如下，为了揭示合成数据和预测数据的差异，反演合成数据与初始模型响应数

据和反演最终模型响应数据振幅比率统计图如下，如果振幅比是接近 1，则观测数据和预测数据的差距

接近为 0。由图 9 可知，我们在给合成数据加了 5%高斯噪声的基础上，获得了不错的拟合差。 
将反演的观测数据从 Ex 振幅换成复数，重新反演模型四，反演结果如下(见图 10)，可以看出反演 Ex

与只反演 Ex 振幅相比，二者的反演结果非常相似。但是在细节上，反演 Ex 的结果要优于只反演振幅的结

果，得到的高阻体电阻率最大值约为 250 Ωm，低阻体电阻率最小值约为 18 Ωm，对异常体电阻率的恢复

要优于只反演振幅的结果。 
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Figure 9. Checkerboard model fitting difference convergence curve 
图 9. 棋盘模型拟合差收敛曲线图 

 

 
Figure 10. A profile view of the checkerboard model inversion result (Complex Inversion) 
图 10. 棋盘模型反演结果剖面图(复数反演) 

https://doi.org/10.12677/ag.2023.134037


徐星 
 

 

DOI: 10.12677/ag.2023.134037 391 地球科学前沿 
 

反演的 rms 收敛曲线如下图 11 所示。 
 

 
Figure 11. Checkerboard model fitting difference convergence curve 
(Complex Inversion) 
图 11. 棋盘模型拟合差收敛曲线图(复数反演) 

5. 结论 

本文实现了一种广域电磁法三维反演算法，正演采用矢量有限元法对控制方程进行离散化，通过直

接解法求解大型稀疏线性方程组，该方法在三维电磁法中精度较高，反演采用非线性共轭梯度法(NLCG)，
它具有较高的稳定性，在三维反演中比较成熟，不需要显式计算和存储灵敏度矩阵。以上技术的结合使

用使得本文的反演算法具有较高的准确度和稳定性。 
通过几个模型算例可以看出开发的反演算法能够很好地反映异常体的位置和形态，比较了不同收发

距的反演效果，验证了广域电磁法三维反演的优势，证实了单分量也能具有很好的探测效果。但是由于

只使用 Ex 反演，缺少了 y 方向的信息，导致在 y 方向异常体的边界附近容易出现伴生的假异常。 
最后我们还比较了用 Ex 振幅和使用 Ex 复分量反演的效果，证实使用 Ex 复分量反演比只用 Ex 振幅反

演细节还原的更好，更能恢复异常体的电阻率。为了进一步测试本文算法的可靠性，下一步将开展实测

数据反演，以便对本文开发的算法进行完善。 
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附  录：灵敏度矩阵的计算 

非线性共轭梯度算法不直接计算和存储灵敏度矩阵 J ，而是采用伴随正演的方式求取灵敏度矩阵和

向量的乘积。 
灵敏度矩阵可表示为 

( ) ( ) 1 1

i i i i

F
m m m m

− −∂ ∂ ⋅  ∂ ∂
= = = ⋅ = − ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ 

m L E E KJ L L K E L K G                (A1) 

其中矩阵G 可表示为 

1 2

, , ,
mNm m m

     ∂ ∂ ∂
= ⋅ ⋅ ⋅       ∂ ∂ ∂       

K K KG E E E                          (A2) 

上式中L 是插值算子，因此灵敏度矩阵及其转置与向量的乘积为 

( )TT T 1 T−⋅∆ = − ⋅ ⋅ ⋅∆J d G K L d                               (A3) 

令 ( )T1 T−= ⋅ ⋅∆v K L d ，则可通过求解伴随正演求出 v， 
T T⋅ = ⋅∆K v L d                                     (A4) 

计算 v实际上就是利用新的右端项进行一次正演，得到 v后即可获得灵敏度矩阵转置与向量的乘积 
T T⋅ ∆ = − ⋅J d G v                                     (A5) 
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