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Abstract 
In the Zhang Zhengyou calibration method, the solution of the camera intrinsic parameters has the 
drawback of the possibility of falling into local optimal solution. Considering the third order radial 
distortion and second-order centrifugal distortion of the lens, a scheme based on an improved 
genetic algorithm is proposed to solve the intrinsic parameters of the monocular camera. The 
proposed method can significantly increase the precision of the intrinsic parameters and can 
avoid falling into local optimal solution. Finally, the experiments demonstrate the effectiveness 
and feasibility of the proposed method. 
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摘  要 

针对张正友标定方法中相机内参数的求解可能陷入局部最优解的问题，考虑镜头的三阶径向畸变和二阶
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离心畸变，提出一种基于改进遗传算法的单目相机内参数优化标定方案。该方法可显著提高相机标定中

内参数的精度，并能避免陷入局部最优。最后，实验验证了所提方案的有效性和可行性。 
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单目相机，相机标定，角点提取，遗传算法 

 
 

1. 引言 

计算机视觉技术具有非接触、低成本和易实现的特点，因而在实际工程应用中得到了越来越广泛的

应用。计算机视觉技术前期大多应用在二维测量和平面缺陷检测，近些年随着处理器速度的提高和计算

机视觉的发展，计算机视觉技术在三维重建和三维测量中的应用也越来越多。计算机视觉三维重建或三

维测量是从一幅或多幅二维图形中获取目标物的三维模型或者三维位姿信息，在此过程中，相机的内外

参数是影响三维重建精度和三维测量精度的重要因素，因而相机标定的精度直接影响计算机视觉测量的

精度。计算机视觉测量系统根据相机数目通常分为三种：单目视觉系统，双目视觉系统和多目视觉系统。

其中，双目视觉测量系统和多目视觉测量系统是不同位置的固定相机对同一特征点拍摄得到图像，由确

定的两相机之间的精确相对位置，从而得到该特征点在任意相机坐标系中的位置[1]。相较于双目相机，

单目视觉测量系统是利用目标点之间的约束关系进行求解，单目视觉具有结构简单，标定步骤少，实时

性好等特点[2]。朱枫[3]等在试验中证明了由于在特征点坐标计算过程中引入了目标模型的约束，基于模

型的单目视觉方法对误差的鲁棒性明显优于双目立体视觉方法。 
在计算机视觉，机器人学，摄影测量学以及其他领域中，相机标定是从图像中提取精确三维信息的

先决条件，其标定结果的精度及算法的稳定性直接影响相机工作产生结果的准确性，故提高相机标定精

度是提高视觉系统测量精度的第一步[4]。 
相机标定的方法可以分为如下几类：依据有无参照物，可分为传统相机标定方法[5] [6]、相机自标定

方法[7]和基于主动视觉的相机标定方法[8]等。传统相机标定是通过结构已知且精密度高的模块，用来确

定相机点与空间点之间的关系。相机自标定是指不需要标定块，仅仅通过图像点之间的对应关系对摄像

机进行标定的过程。基于主动视觉的相机标定是指相机绕某轴平移或旋转，通过这种确定的运动信息以

求解相机参数。依据成像模型，可分为基于小孔成像模型的标定方法和基于非线性模型的标定方法，为

了准确的标定目标，一般需要考虑相机标定的非线性的特性，如相机的径向畸变，离心畸变和薄棱镜畸

变。依据所使用标定物的不同，有传统的三维标定块[9]、二次曲线的平面模板[10]、圆形点方阵模板[11]
和圆环模板[12]等。 

考虑三阶径向畸变和二阶离心畸变参数情形，本文提出了一种改进的遗传算法实现相机的内参标定。

首先，用张正友方法[13]给出内参种群的个体初始值，然后，基于 Boltzmann 选择、自适应交叉率和变异

率的机制，进行迭代优化运算，最终实现相机的内部参数标定。 

2. 相机成像模型 

2.1. 相关坐标系 

相机标定过程主要涉及三个坐标系，如图 1 所示，分别为图像坐标系、相机坐标系和世界坐标系，

如图 1 所示。 
图像坐标系：投影平面上包括像素坐标系和物理坐标系，像素坐标系指的是以图像左上角为原点 
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Figure 1. Coordinates relationship in camera calibration 
图 1. 相机标定中各坐标系关系图 

 
( )0 0,u v ，横纵坐标为 ( ),u v 的坐标系，它的横纵坐标单位为像素。另外一个物理坐标系在理想模型下以

图像中心为原点， X 和Y 轴分别平行于 u 和 v轴。 
P 点在图像坐标中的坐标为 ( )T, 1u v, ，在物理坐标系中的坐标为 ( )T, ,x y z ，二者的齐次变换关系为 

0

0

1
0 1

1 0 0 1 1

u dx s u x
v dy v y
     
     =     
          

                                (1) 

其中，dx ，dy 分别表示每个像素在物理坐标系的 X 轴和Y 轴方向的物理尺寸，s 倾斜因子，通常取为 0。 
相机坐标系：相机坐标系 ( ), ,C C CX Y Z 的 CZ 轴为像机的光轴，另外的两个 CX 和 CY 轴取与图像 X 和Y

轴分别平行，坐标原点 CO 为镜头的光心。 
世界坐标系：世界坐标系 ( ), ,W W WX Y Z 是 3D 空间的一个基准坐标系，用来表示目标物的位姿坐标，

一般在目标物的显著特征点处选取。 
下式为 P 点在世界坐标系中的坐标与其在相机坐标系中坐标的齐次变换关系式 

T0 1
1 1

C W

C W
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X X
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   
       =      
   
   

                                 (2) 

其中， [ ]1 2 3R r r r= 为相机的旋转矩阵， 1r ， 2r 和 3r 为旋转向量，T 为平移向量。 

2.2. 相机标定参数 

不考虑镜头的各种畸变，相机的线性模型为 
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      (3) 

其中， 1f f dx= ， 2f f dy= 分别表示在图像坐标系 u 轴和 v轴的尺度因子，γ 为图像坐标系两轴在非正
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交下的倾斜因子，一般情况下取为 0。 
虽然线性模型的使用很简单方便，但在实际成像过程中，线性模型不能满足精度的要求，需要考虑

镜头的失真，考虑非线性畸变的影响，可用下式表示[14] 

( )
( )

,
,

u d x d d

u d y d d

x x x y
y y x y

δ
δ

 = +
 = +

                                  (4) 

其中， ( ),u ux y 为线性模型下的坐标， ( ),d dx y 为畸变条件下的坐标。 
一般，镜头畸变存在三种：径向畸变，切向畸变和薄棱镜畸变，以下是各畸变的模型[14]。 
1) 径像畸变的特点是，成像仪中心畸变为零，随着向边缘移动，畸变越来越严重，畸变可以表示为 

( )
( )

2 4 6
1 2 3

2 4 6
1 2 3

1

1

r
x d

r
y d

x k r k r k r

y k r k r k r

δ

δ

 = + + +


= + + +
                              (5) 

其中， ( )2 2
d dr x y= + ， r

xδ 和 r
yδ 分别表示两个坐标轴的径向畸变量， 1k ， 2k 和 3k 分别表示一阶，二阶和

三阶径向畸变系数。 
2) 切向畸变是由透镜制造上的缺陷和安装时的误差造成的，畸变取为 

( )
( )

2 2
1 2

2 2
2 1

3 2

3 2

d
x d d d d

d
y d d d d

p x y p x y

p x y p x y

δ

δ

 = + +


= + +
                              (6) 

其中， 1p 和 2p 分别表示一阶和二阶项切向畸变系数。 
3) 薄棱镜畸变是由于相机的镜头并未完全对准或者是相机的光轴并非正交。它可由以下的数学表达

式表示为 

( )
( )

2 2
x 1

2 2
y 2

p
d d

p
d d

s x y

s x y

δ

δ

 = +


= +
                                   (7) 

其中， 1s 和 2s 分别为模型的畸变系数。 
二阶切向畸变和三阶径向畸变，这两种畸变已经能够很好的描述相机的实际情况，过多考虑畸变参

数不仅不能提高精度，反而会影响标定的稳定性。考虑这两种畸变的实际坐标值与理想坐标值的函数关系 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 4 6
1 2 3 4 5

2 2 2 4 6
1 2 3 4 5

3 2

3 2

u d d d d d d

u d d d d d d

x x k x y k x y x k r k r k r

y y k y x k x y y k r k r k r

 = + + + + + +


= + + + + + +
                   (8) 

其中， ik 为畸变系数， 1, 2, ,5i =  。 

3. 相机内参初值的确定 

一般常采用张正友[6]的方法确定相机内参的初值。令图像上点 m的齐次坐标为 [ ]T1m u v= ，该点

在世界坐标系中的齐次坐标 [ ]T1W W WM X Y Z= ，则三维点 M 与图像上的投影点的关系为 

[ ] [ ]1 2 3sm A R T M A r r r T M= = 

                            (9) 

其中，
1 0

2 00
0 0 1

f u
A f v

γ 
 =  
  

，不失一般性，设标定板的平面位于世界坐标系的 0WZ = 处，故旋转向量只考虑
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1r 和 2r ，上式可写为 

[ ]1 2

1 1

W W

W W

X X
sm A r r T Y H Y

   
   = =   
      

                            (10) 

其中， [ ]1 2H A r r T= ，由上式，对任意给出的标定图像，可得到对应单应性矩阵 [ ]1 2 3H h h h= ，

这里得到的单应性矩阵与真正的单应性矩阵相差一个比例因子 λ ，即 [ ] [ ]1 2 3 1 2 3h h h A r r rλ= 。 
由旋转矩阵的标准正交性质，可得约束条件   

T T 1
1 2
T T 1 T T 1
1 1 2 2

0h A A h

h A A h h A A h

− −

− − − −

 =


=
                               (11) 

H 矩阵的列向量表示为 [ ]T1 2 3i i i ih h h h= ， 1, 2,3i = 。设 

11 12 13
T 1

12 22 23

13 23 33

b b b
B A A b b b

b b b

− −

 
 = =  
  

                              (12) 

B 为对称矩阵，其向量形式 [ ]T11 12 22 13 23 33b b b b b b b= ，有 

T T
i j ijh Bh v b=                                      (13) 

其中，
T

1 1 1 2 2 1 2 2 3 1 1 3 3 2 2 3 3 3, , , , ,ij i j i j i j i j i j i j i j i j i jv h h h h h h h h h h h h h h h h h h = + + +   

最后，根据内参数限制条件 

( )

T
12

T
11 22

0
v

b
v v

 
= 

−  
                                  (14) 

从而求得 b 值，进而得到内参的初值。 

4. 基于改进遗传算法的内参优化 

遗传算法适用于多参数，大范围和非线性的优化过程，为提高相机标定内参数的求解精度，本文采

用改进的遗传算法对相机内参求解。设目标函数为 

( ) ( )( )2

1 1 , , ,m n
p kki jf x x x f cc kγ

= =
= −∑ ∑                          (15) 

其中， px 为角点提取的特征点坐标， kkx 为对应网格点投影到图像上的坐标， [ ]1 2f f f= ， [ ]0 0cc u v= ，

[ ]1 2 3 4 5k k k k k k= 。由于二进制编码会产生较大的 Hamming 距离，另二进制编码会使编码长度过

长，影响搜索效率，所以本文采用浮点编码的方式。个体的适应度函数定义为 

( )
( )( )2

1 1

1

, , ,m n
p kki j

F x
x x f cc kγ

= =

=
−∑ ∑

                         (16) 

在文[15] [16]研究基础上，本文给出基于改进的遗传算法的内参标定算法如下。标定算法流程，如图

2 所示。 
基于改进的遗传算法内参标定算法描述如下： 
{ 
Step 1 基于张正友的相机标定算法，确定相机内参种群个体的初值。根据初始值，在一定范围内随
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机生成 N 个个体。 
Step 2 计算个体的适应度函数值。 
Step 3 采用 Boltzmann 法进行选择操作。使得早期阶段的选择压力较小，较差个体有生存的机会，

以保持个体的多样性；随着后期选择压力变大，可缩短搜索邻域以加快优化速度。具体选择策略是，采

用 Boltzmann 法[15]，具体选择的概率 ( )s iP a 取为 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1

e

e

j

j

F a T k

s i N F a T k

i

P a

−

=
∑

                                 (17) 

其中， ( ) ( )1 0T k kT k= ∆ − > 是退火温度， ia 为第 i 个个体。 ( )T k 随着迭代的进行逐渐缩小，选择压力随

之升高。 
 

 
Figure 2. Flow diagram of the improved GA 
图 2. 基于改进的遗传算法流程图 
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自适应方法变异

得到最优个体

Yes

No

初始化

是否达到迭代预设值

结束



张梦洋 等 
 

 
59 

Step 4 按自适应交叉率 cP 对选中的两个体的相应基因位进行交叉，由此产生了新的个体。交叉策略

是：采用自适应的方法设定交叉率为 cP ，使交叉率随着适应度和迭代次数而变化，自适应交叉率取为[16] 

( )1 max 1
1 1

max

1 1

,

,

c avg
avgc

c avg

K f f
P f f

f fP
P f f

 −
− ≥ −= 

 <

                           (18) 

其中， maxf 为当前个体最大的适应度值， avgf 为当前平均适应度值， 1f 为交叉个体中适应度值大的个体，

设 1cP 为最大的交叉率， 1K 为取值为区间 ( )0,1 参数。 
当交叉个体的适应度值小于平均值时，采用最大的交差率 1cP 交叉。对于进化初期，交叉率偏大，增

加个体多样性；对于后期，交叉率偏小，使进化趋于稳定。 
对任意两两个体，在 0 到 1 之间产生一个随机数，若该数小于 cP ，则进行交叉，生成新个体；否则，

保留原父代个体。其中，交叉的位置为个体基因上随机任选的一个基因位。 
Step 5 采用自适应变异率 mP 以选中的个体的某基因位进行变异操作。采用自适应变异率，使变异率

随个体适应度函数值和迭代次数变化而作相应变化。自适应变异率取为[16] 

( )2 max 2
1 2

max

1 2

,

,

m avg
avgm

m avg

K f f
P f f

f fP
P f f

 −
− ≥ −= 

 <

                          (19) 

其中， 2f 为变异个体的适应度值，设 1mP 为最大的变异率， 2K 为取值区间 ( )0,1 的参数。 
与交叉类似，当变异个体的适应度值小于平均值时，采用最大的变异率 1mP 变异。当变异个体中有个

体适应度值大于平均适应度值，通过调节变异参数 2K ，在进化初期，变异率偏大以增加个体多样性；对

于后期，变异率偏小使进化趋于稳定。 
对所有种群个体，在 0 到 1 之间产生一个随机数，若该数小于 mP ，则进行变异；否则，保留原个体。

其中，变异的位置为个体基因上随机任选的一个基因位。 
Step 6 当迭代次数未达到设定的值，且最优值不满足给定的阈值，则转向 Step3。 
Step7 迭代结束，算法终止。 
}//基于改进的遗传算法内参标定算法。 

5. 实验 

本文用到的是基于 MATLB 的相机标定工具箱 Toolbox 中的图像载入、角点提取和相机标定功能，

其中原工具箱使用的标定模板为 30 mm × 30 mm 的棋盘格，使用的是张正友的相机标定方法，内参的优

化采用最速下降法。在原工具箱的基础上对内参进行初始化，使用改进的遗传算法对内参优化。这里选

择提取角点的窗口大小为 5 mm × 5 mm，图像上逆时针四个棋盘格角点，以第一个点为图像原点，X 轴

和 Y 轴，如图 3 所示，水平和垂直方向小方格的尺寸 dX 和 dY 的尺寸都别为 30 mm。 
通过实验平台，对所提标定方法进行验证。任选图例中的两幅图像进行标定，采用 Harris 的方法提

取角点，利用张正友的相机标定方法，获得内参的初始值，如表 1 所示。 
当获得内参后，进行二次投影到图像坐标系中，与原图像进行比较，分别获得误差图。基于 Toolbox

最速下降法得到的投影误差，如图 4 所示。基于 Toolbox 标准遗传算法得到的投影误差图，如图 5 所示。

基于本文改进的遗传算法的投影误差图，如图 6 所示。 
三种算法所对应的二次投影后与原图像提取角点的误差平均值，如表 2 所示，第一维是 X 方向轴平

均误差，第二维是 Y 轴方向平均误差。可以看出，基于改进的遗传算法内参标定有较好的标定精度。 



张梦洋 等 
 

 
60 

 
Figure 3. Corner extraction 
图 3. 角点提取 

 

 
Figure 4. Projection error with gradient method in the 
Toolbox 
图 4. 基于 Toolbox 最速下降算法的投影误差 

 

 
Figure 5. Projection error with GA in the Toolbox 
图 5. 基于 Toolbox 遗传算法的投影误差 
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Figure 6. Projection error with the improved GA 
图 6. 基于改进的遗传算法的投影误差 

 
Table 1. Initialization of inner parameters 
表 1. 内参的初始化 

参数 初始值 

f  [684.86027   684.86027] 

cc  [319.50000   239.50000] 

γ  0.00000 

k  [0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000] 

 
Table 2. Search areas of the improved GA 
表 2. 改进遗传算法的搜索区间 

参数 搜索范围 

f  [684.86027 684.86027] ± [100 100] 

cc  [319.50000 239.50000] ± [100 100] 

γ  [−1 1] 

k  [0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000] ± [1 1 1 1 1] 

6. 结论 

针对张正友方法求解相机内参数的过程中有陷入局部最优的可能和传统非线性的精度不高的情况，

首先用张正友的方法确定初始值，然后基于改进的遗传算法对相机参数优化。由相机标定实验结果看，

所提方法明显可提高对相机内参数标定的精度和稳定性。 
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