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Abstract: In recent years, research on propagation characteristic of wave in inhomogeneous media attracts 
much attention among experts and scholars in various domains. First, mathematic expression for scattering 
cross section  P   in inhomogeneous is deduced. Then, quantization of Kramers-Kronig relation in inho-

mogeneous medium containing scatterers is given. Based on the frequency change, the phase velocity due to 
the inhomogeneous material is introduced into two-dimensional Kirchhoff approximation formula. Finally, 
this paper reconstructs the flaw shapes in inhomogeneous medium using backscattered ultrasound through 
experimental method and the results verify the feasibility of flaw scattering theory. 
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摘  要：近年来关于波在非均匀介质中传播特性方面的研究引起了各领域专家、学者的广泛关注。本

文首先导出了非均匀介质中散射体散射截面  P  的表达式，对含不相关散射体及含相关散射体的非均

匀介质中的 Kramers-Kronig 关系的相值进行量化，并且以变化的频率为桥梁，引入相速度构造非均匀

介质中的二维 Kirchhoff 近似公式，最后通过实验的方法获取数据应用此公式对非均匀介质中的缺陷形

状进行重构，重构的结果反映了理论公式的可行性。 

关键词：形状重构；Kirchhoff 近似；Kramers-Kronig；无损检测 
 

1. 引言 

国内外学者近年来对均匀介质中的无损探伤进行

了广泛的研究[1-3]。众所周知，材料介质的特性会对在

其中传播的超声波产生较大影响。然而，在非均匀介

质中由于夹杂、包裹体的存在使得超声波在其中传播

时产生散射和绕射现象，致使超声波在传播过程中会 

发生衰减，衰减系数随其频率而变化且依赖于夹杂、

包裹体的尺寸和所占的体积比。与此同时，衰减还与

其在介质中传播的相速度有关。在理论计算时若考虑

相速度对频散的依赖时，那么非均匀介质中的缺陷形

状以及尺寸就能够被较准确的重构出来。 

在我们的研究中，提出一种在含有夹杂体的非均

匀介质结构中重构有限尺寸缺陷的方法——以变化的

频率为桥梁，引入相速度构造二维 Kirchhoff 近似方

法，这种方法同时考虑到了缺陷与夹杂体的尺寸比例
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关系。建立在二维 Kirchhoff 近似基础之上的且由于缺

陷的存在而产生背散射波的线性逆散射方法[4]被应用

到缺陷形状的重构中来。 

2. 基本方程 

2.1.  P 表达式的导出 

在弹性区域 R 内，散射波场的位移方程用下式表

示 
0 s

i i iu u u                    (1) 

相应的应力场的表达式是 
0 s

ij ij ij                     (2) 

于是在超声波波场中强度矢量 iI 可以用下面的式子来

表示 

i ijI ju                     (3) 

其中， ij 表示应力场， ju 表示速度场。 

下面用 i iI I n 来表示波在传播方向上单位面积

法方向的能量传播率。 表示传播方向上的单位法向

量。由于假定入射波是沿 z 轴方向传播的，故此 
in

0 0
3 3 j jI u                     (4) 

那么能量流或通过平面 A 的单位法矢量方向上的能量

率可以表示为 

di i i ij jA A
P I n A n u    dA           (5) 

那么，整个截面的面积  P  是向各个方向散射的平

均能量流与入射场的平均强度的比率，即 

 
10ˆd ds s

i ij jP r u A I 


            (6) 

其中， 是 r 方向上的单位矢量。然而在距离坐标中

心 r 处有 
îr

2d dA r                    (7) 

其中， 是固体角的微元。 d

对上述两式作除法得 
2

0

ˆd ( )

d

s s
ij jr uP

I






ir
             (8) 

为了使得上式更有现实意义，特对上式的右端取极限

得 
2

0

ˆd ( )
lim

d

s s
ij j

r

r uP

I







ir
          (9) 

取极限的过程是非常必要的，因为一般情况下 r 是远

离坐标中心的位移矢量。 

在 上对上面的式子两端取积分，即可得到一个

散射体的散射截面面积  P  ，其表达式如下式所示
[5]。 

   3

4π
Im 0

L

P
k

  A            (10) 

其中， Lk 是纵波波数， 是纵波散射幅值在方位

角方向上的平均值。 

 3 0A

2.2. Kramers-Kronig 关系式 

在非均匀介质中，相速度与角频率之间的关系可

以由 Kramers-Kronig 来表示。根据 Kramers-Kronig 关

系，非均匀介质中的相速度  Lc  可以表示为 

   
 

1
2 0

0

2 2 20

2
1 . d

π
L

L L

c
c c pv

 
 

  



 
  

   
  (11) 

其中，    0

0
limL Lc c


 


 ，    可以由式(14)计算得

到，式子中的积分满足积分哥西准则。下面给出积分

哥西准则的定义。 

积分哥西准则：广义积分  d
a

f x x


 收敛 

 0, 0B    ，当 ,A B A B   时，有， 

 dA

A
f x x 




                (12) 

综上所述，介质中的相速度是可以用 Kramers-Kronig

关系来表示的。下面给出超声波在非均匀介质中传播

的相速度表达式。 

2.3. 非均匀介质中的相速度表达式 

根据 Kramers-Kronig(克拉茂–克朗尼希)关系，非

均匀介质中的相速度可以统一表示成下面的形式 

   
 

1
2 0

0

2 2 20

2
1 d

π
L

L L

C
C C

  
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

 
  

    
  (13) 

其中，  0

0
limLC C





 是相速度静态时的极限值。在含

不相关散射体的介质中，上述式子中的    可以表

示成如下的形式 

   1

2
NP                   (14) 

N 表示单位体积内所含散射体颗粒的数量， 0
LC 可以由

上述的相速度静态时的极限值公式得出。    可以

由以上的推导得到，显然，对相速度的统一形式积分

后表达式中仅含变量 ，而 2πf  ，也就是说相速

度最终可以用波在介质中传播的频率来表示。 
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3. 非均匀介质中的二维 Kirchhoff 近似法 

我们定义  H x 为非均匀介质结构中缺陷 处

的特征函数，在缺陷的内部时其值为单位 1(如图 1 所

示 )。关于均匀、各向同性介质中的二维平面型

Kirchhoff 近似公式表达式如下[6]， 

cD

   2π ˆ2
2 00 0

ˆ2
ˆ ˆ, d

π
Lik y xm

H m L
L

y
dL Lx A k y e k k y

u k


     (15) 
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方程  H x 重构了二维弹性平面内缺陷的形状。

研究中将非均匀介质中的相速度( )引入到二维

平面型 Kirchhoff 近似公式(15)中，即将式(15)中相关变

量的具体表达式 

 LC f

Figure 1. Pulse-echo configuration for backscattering data 
图 1. 后向散射数据的脉冲回波示意图 

 
2π

L
L

f
k

C f
 ；

   
 2d 2π dL L

L
L

C f fC f
k f

C f


 ；    d dL LC f C f f  。 

代入式(15)中从而得到非均匀介质中缺陷形状的重构公式： 

   
         00

4 4π
ˆ ˆ1 exp i d

π

ˆ ˆ,

iH L

L L

m m

L

f f
dx C f y x f y

C C

y A f y

f fu C f



    

   
      
   

             (16) 

其中，  ŷ 表示在单位圆上积分。  
和 PC 机用来对数字信号的处理和缺陷形状的重构。

传感器的中心频率是 1 MHz。 
4. 实验研究结果 

直径是 110 mm 由沙子和水泥按 1:5 的体积比制

成的试件如图 2 所示。试件包含圆柱通孔缺陷和截面

是平行四边形的四棱柱通孔缺陷。实验系统装置如图

3 所示。缺陷的散射波形由纵波–纵波脉冲发射/接收

的方法测得。测量中一个直径是 12.7 mm 的接触式传

感器在 3x 为某一值时，沿 1

实验测量得到的信号经过处理[7]后，重构出的缺

陷形状如图 4和图 5所示。由于我们实验中是沿 1 2x x

平面每隔 10˚测量一次，因而共获取 36 次缺陷散射回

波的幅值用来重构缺陷的形状。 

图 4 和图 5 分别显示了截面圆形缺陷孔和截面平

行四边形缺陷孔的实验重构结果。重构中频率的范围

介于 0.2 MHz～1.875 MHz。用引进相速度后的二维

Kirchhoff 近似方法重构出的缺陷图形基本能够反映

缺陷的基本特征。 

2x x 平面每隔 10˚测量一

次。实验中选择具有粘性的蜂浆作为耦合剂，它具有

很好的超声耦合与固定传感器的作用。传感器由脉冲

发射/接收仪产生 300 V 的方波信号激励，数字示波器 
 

     
Figure 2. Experiment specimens                                        Figure 3. Experimental system 

图 2. 实验试件                                                    图 3. 实验系统 
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Figure 4. Reconstructed shape of cross-section parallelogram void 

图 4. 平行四边形空穴缺陷截面重构图 
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Figure 5. Reconstructed shape of cross-section circle void 

图 5. 圆形空穴缺陷截面重构图 

 

5. 结论 

本文把超声波在非均匀介质中传播时的相速度引

入到均匀介质中的二维 Kirchhoff 近似公式中，并用实

验的方法重构了非均匀介质中缺陷的截面形状。重构

结果充分说明引入相速度后的二维 Kirchhoff 近似公

式对重构非均匀介质中的缺陷形状的有效性。 
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