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Abstract: In the process of Poincaré section extraction for chaotic vibration identification, there are many 
problems such as selection of the Poincaré section location on the phase space attractor reconstructed from 
single variable time series, determination of these sections when the system under quasi-periodic excitations, 
should be solved effectively. The improved Poincaré section is presented in this paper. The main idea is to 
consider these points which are satisfied with the neighborhood condition as the same section points, and a 
bunch of experimental trajectories which are derived from the signals are normalized. The simulation and 
experiment results show that when the cluster orbits of experimental attractor occur and the system is excited 
with different frequencies, the improved method is applied to determine the Poincaré section correctly. The 
interested phenomenon including multi-periodic behavior, chaos, and quasi-periodic vibration section are 
observed. 
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摘  要：针对混沌识别过程中，单变量时间序列相空间重构吸引子上 Poincaré 截面的位置难以选择以

及当系统受到不可公约的准周期激励时 Poincaré 截面难以确定等问题，对 Poincaré 截面法进行了修正，

即将不可约多频激励条件下满足近邻截面条件的点近似为同截面，且对穿越轨线中同点束进行归一化

处理。仿真和试验结果表明，在不同激励频率以及当试验信号重构吸引子出现轨道簇时，该方法能够

有效地确定 Poincaré 截面，观察到了包括多周期、混沌、拟周期振动在内的不同截面图，为实测非线

性时间序列分析提供有益参考。 

 

关键词：Poincaré 截面；轨道簇；混沌 

 
1. 引言 

Poincaré 截面法是非线性动力学系统分析中一种

非常有效的方法[1]，其主要特点是能将连续系统转化

为对应的离散系统进行分析，并使系统的维数从 n 维

减少低至(n – 1)维，从而有效地简化了对高维系统的

动力学特性进行分析[2]。在混沌识别中，Poincaré 截面

图可用来对系统的解进行分类，如轨线与截面只有一 

个交点时，表示系统为周期 – 1 解；Poincaré 截面图

为一个封闭的圆时，对应系统为拟周期解；Poincaré

截面图具有明显的层次结构——分形结构时，系统为

混沌解[3-7]。Poincaré 映射法是 Melnikov 方法的重要基

础[8]。当截面上同宿点或异宿点的稳定流型和不稳定

流型相交时，系统具有 Smale 马蹄意义下的混沌行为。

但传统 Poincaré 映射进行混沌识别的过程中，存在如
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下不足：在相空间重构吸引子[9,10]上，Poincaré 截面的

位置选择缺乏有效方法；当系统受到不可公约的准周

期激励时，难以保证不同频率的运动在 Poincaré 截面

上都有截点；在实验信号处理过程中容易出现虚假

Poincaré 截点，导致混沌识别过程中的误判。本文对

Poincaré 截面法进行了改进，解决了不同激励频率条

件下以及在试验信号重构吸引子出现轨道簇时，

Poincaré 截面难以确定的问题，为混沌识别提供有益

参考。 

2. 改进 Poincaré 截面法 

对于动力学系统[11]： 

 ,x f x 
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其中， 表示 -维环面。 表示周长为1
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2 的圆。因此，系统的轨迹在 l -维环面上运动。

Poincaré 截面定义为[12]： 

  0, n l
ix R T       , I = 1 l       (2) 

因此可以在(l – 1)维环面上研究系统的运动情况。

每隔周期 T 的时间，系统的轨线就将和 截面相交。

映射



: n n P R R  定义为： 


0 0,t TP x  t                  (3) 

讨论：当 l = 1 时，式(1)表示一个低维系统。它的

轨线在圆周上运动，每隔一个周期和 截面相交一次。

如果映射满足



 * *x P x ， *x 是一个不动点，它对应于

系统有周期 – 1 解。如果  * *
k k1x P x  ( )

且

1, 1k K 

*
1 *

Kx P x ，集合 * , , *
K1x x 是一个周期 K 闭轨， 

它对应于系统有 K 次谐波解。当 l = 2 时，式(1)表示

一个双周期激励的系统，它的轨线在二维环面 1 1S S

上运动。假设激励周期分别为 T1和 T2，系统的行为具

有两种频率成分 11 T 、 21 T 。当 T1和 T2可以相约时，

总存在 kT1 = pT2（k ≠ p ≠ 0）。此时轨线可以出现首尾

相连结的现象。当 T1和 T2不能相约(准周期激励)时，

kT1 + pT2 = 0 的条件是 k = p = 0。这时轨线永远不会出

现首尾连结，而是布满整个环面[13]。 

考虑环面上的坐标  1 2,  ， 1 对应于周期 T1 的

分量， 2 对应于周期 T2的分量。如果固定一个变量 1 ， 

那么截面上的点为 J1: =   1 2 1 0, :    。同理，如

果固定 2 ，那么截面上的点为 J2: =  1 2 2 0, :    。

假设轨线的形式表示为： 

      1 2,x t F t t                 (4) 

其中， 1 1: nF S S R  ，且： 
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映射 P 的作用是每隔 T2的时间在 x(t)上采样，得

到： 
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(k = 0,1,)   (6) 

当 T1 和 T2 不能相约时， (k = 0,1, )   1 2kT  

不是一个周期重复的点，而是在  内任意接近的

点。因此，在这种情况下 Poincaré 映射点为一个圆。 

0, 2π

在具体应用中，Poincaré 截面映射点受到多种情

况的影响，如仿真的步长、激励频率特征等等。如果

不能够采取有效的方法得到合适的 Poincaré 截面，将

严重影响该方法对系统动力学特性的描述。对激励频

率而言，当激励频率可约时，可以根据 kT1 = pT2 = T

来确定截面的位置[14]。当两个激励频率不相等时，kT1 

≠ pT2，因此，确定截面位置时遇到的问题是：当以 T = 

kT1来确定截面时，而另一种频率的运动可能在截面上

没有交点。同理，如果采用 T = pT2来确定截面时，会

出现同样的问题。由于上述原因，在截面选择的过程

中，需要采取特殊处理方法。 

选择一个小的 ，如果使得 pT2处于(kT1+ )内，

那么 Poincaré 映射的点由 
1 0 0,k kT x x t 组成，其中，

k 满足： 

  1 2mod , 2kT T               (7) 

由于存在 ，Poincaré 映射可能不是单一的点 x ，

而是包含 x 的一个小的区间段 J，且满足 

 
0

lim kJ x x


                    (8) 

在自治系统中，需要通过空间截取的方式来得到

截面上的点。理论上，截面 Σ在某个位置和轨线相截 
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后，可以得到 Poincaré 映射点 ，但是实际应用   0k k
x




率谱图如图 1(b)所示，从图中可以观察到响应具有线

谱特征。系统响应的相平面图如图 1(c)所示，从图中

可以观察到相轨线结构比较简单。Poincaré 截面图如

图 1(d)所示，从图中可以观察到 3 个离散的点，因此

系统在上述参数条件下产生了周期 3 响应。 

中 xk 不会准确地处于截面上，而是在截面的 邻域

面内。此外，对于实测信号重构吸引子，受测试环

境、误差等多种因素影响，其轨线具有不完全重合

性，会产生轨道簇，其 Poincaré 截面与仿真信号的

不同之处在于在截面上几乎不会出现单个截点，而

是点束。因此需要根据点束的多少来确定周期解的

性质。此外，每根轨道在相同的周期内不一定返回

到起始点的邻域中，采用以激励周期为单位提取

Poincaré 截面时，可能存在多个截点，因而直接通过

空间截取的方式进行分析是比较合理的。再次，轨

线实际上是由一些离散的点组成，它们和截面的交

点并不总是一定存在，因此将距离截面小于某个值

的点统计在同一截面上。 

b) 当系统的参数为 δd = 0.25，γ1 = γ2 = 0.25，ω1 = 

ω2 = 1，初始条件为(0.5, 0)时，系统响应的时间历程图

如图 2(a)所示，从图中可以观察到响应曲线没有明显

的规律。对其进行功率谱分析，如图 2(b)所示，从图

中可以观察到宽谱特征。系统响应的相平面图如图 2(c)

所示，从相图中可以观察到吸引子具有不同于点、极

限环以及环面的特征，是奇怪吸引子。系统响应的

Poincaré 截面图如图 2(d)所示，截面图上的点具有分

形结构。利用时间序列最大 Lyapunov 指数的计算方法

可得最大 Lyapunov 指数 λmax为 0.3714，因此系统产生

了混沌响应。 
3. 仿真研究 

实际振动系统可能受到多种频率的激励，将多频

率激励振动微分方程无量纲化后得到系统： 
c) 当系统的参数为 0.25d  ， 1 0.15  ， 2 0.1   

1 1  ， 2 2  ，初始条件为(0.5, 0)时，系统响应的

时间历程图如图 3(a)所示，从图中可以观察到响应曲

线没有明显的规律。对其进行功率谱分析，如图 3(b)

所示，从图中可以观察到明显的线谱成分。系统响应

的相平面图如图 3(c)所示，相图具有一种网状结构，

这主要是由于响应中运动频率不可公约，相轨线在环

面上运动时相互靠近但不重合导致的。所得到的

Poincaré 截面图如图 3(d)所示，截面图上的点形成了

一个圆，因此系统产生了拟周期响应。 

 
2

3

1

cosd i
i

x y

y x x y ti  




     






       (9) 

其中 d 为阻尼， i 为激励力幅值， i 为激励频

率。当上述参数处于不同的范围时，系统具有不同的 

响应。本节对前面研究的 Poincaré 截面法进行仿真，

探讨不同响应的 Poincaré截面特征。 

a) 当系统参数分别 0.22d  ， 1 2 0.15   ，

1 2 1 20.15 1       ，初始条件为(0.5, 0)时，系统

响应如图 1(a)所示。从图中可以观察到时间历程图具

有明显的周期特征。对响应进行功率谱分析，得到功 

4. 试验结果 

设计了一个带有反馈控制增益的基于空气弹簧的 
 

 

Figure 1. Period-3 response of system 
图 1. 系统的周期 3 响应 
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Figure 2. Chaotic response of system 

图 2. 系统的混沌响应 

 

 

Figure 3. Quasi-periodic response of system 
图 3. 系统的拟周期响应 

 

 

Figure 4. The designed nonlinear vibration system 
图 4. 设计的非线性振动系统 

 

振动系统，如图 4 所示。振动系统由激振器产生具有

一定频率的简谐激励力，由于空气弹簧的非线性特性，

通过调整该系统的参数，可以得到不同的响应。 

4.1. 对频谱为线谱的信号进行分析 

当空气弹簧的压力为 0.08 Mpa，激励力大小为 30 

N，激励频率为 10 Hz，反馈增益为 5 时，隔振系统上

层振动加速度响应如图 5(a)所示，对其进行频谱分析，

功率谱图如图 5(b)所示，可以观察到该组信号具有明

显的线谱特征，因此可以初步断定系统产生了周期响

应。为了进行相空间重构，利用优化重构参数法计算

得到嵌入维数为 5，延迟时间为 3。重构相平面图如图

6(a)所示。从图中可以观察到吸引子具有环状结构，

它不同于不动点和单个的极限环，而是多个环绕叠。 

利用 Poincaré 截面方法对其进行详细分析。为了

获得 Poincaré 截面图，选取某个截面与吸引子横截相

交。对于实验信号而言，由于多种因素的影响，轨道

不完全重合，因此吸引子上的轨线比较粗，而且在相

同的时间内，某一点邻域内出发的点，在一个激励周

期内不一定能够返回到邻域中。由于这两个原因的存

在，使得 Poincaré 截面图和仿真数据的所得到的截面

图有所不同：在截面上几乎不会出现单个截点，而是

点束。因此需要根据点束的多少来确定周期解的性质。

同时，由于重构轨线的不完全重合性，它们在相同的

周期内不一定返回到起始点的邻域中，因此采用以激

励周期为单位提取 Poincaré 截面图时，可能存在多个

截点。当这种情况发生时，无法判断点束的个数。采

取图 6(b)所示的截面进行分析是比较合理的选择。然

而由于轨线实际上是一些离散的点组成，和截面的交

点并不总是存在，因此需要将距离截面小于 1 的点仍 
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(a) 响应的时间历程图                              (b) 响应的功率谱图 

Figure 5. Vibration acceleration response of experimental system 
图 5. 实验系统振动加速度响应 

 

 
(a) 重构吸引子的相平面图                     (b) 重构吸引子上 Poincaré 截面 

Figure 6. Phase plane of reconstructed attractor 
图 6. 重构吸引子的相平面图 

 

然在同一截面上。图 7(a)是 1 0.02  时 Poincaré 截面

和相轨线相截的交点，图 7(b)是其对应的截面图。

从图中可以观察到，采用 Poincaré 截面图时，出现

了 3 个点束，如图 A、B、C 位置，因此系统的响应

为周期 3 行为。然而，由于点束中包含了多个点，

可能导致误判。因此将 Poincaré 截面图上距离小于

2 的点认为是同一点。图 8 是 22当 2 0.0  时的结

果。 

4.2. 对频谱为宽谱的信号进行分析 

结构相似，对应

的 P

0.0120, 

)所示。 

4.3. 对拟周期振动信号进行分析 

以观察到双圆结构，表明该

响应具有拟周期性质。 

当空气弹簧气压为 0.12 Mpa，激励力为 20 N，激

励频率为 15 Hz 时，采集到振动系统的响应后，为了

揭示单变量的时间序列中所蕴涵的信息，对其进行相

空间重构分析。应用局部流形变形最小法和无阈值方

法得到的延迟时间为 4，嵌入维数为 6。根据重构参数

得到与原系统等价的吸引子，其相平面图如图 9(a)所

示，它和点、极限环以及环面具有明显的差异，是奇

怪吸引子。其结构和 Rossler 吸引子的

oincaré 截面图如图 9(b)所示。 

为了对信号进行定量刻画，应用改进的稳健算法

计算其最大 Lyapunov 指数，得到指数曲线结果如图

10(a)所示，从直线段的斜率可知最大 Lyapunov 指数

为 0.075。计算得到到特征指数谱为(0.0774, –

–0.1559, –0.2150, –0.3377)，如图 10(b

当空气弹簧的气压为 0.1 Mpa，激励力为 50 N，

激励频率为 7 Hz，反馈增益系数为 5 时，对单变量时

间序列进行相空间重构后，得到重构吸引子的相平面

图，如图 11(a)所示，从图中可以观察到吸引子具有纺

锤形形状，而且相轨线之间呈现网状结构，反映了其

中含有运动频率不可公约的轨道。其 Poincaré 截面图

如图 11(b)所示，从图中可
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(a) 未改进 Poincaré 截面与轨道相截的交点                     (b) 未改进 Poincaré 截面图上的点束 

图 7. 未改进的 Poincaré 截面图 
Figure 7. Poincaré map of experimental signal 

 

 
(a) 改进后 Poincaré 截面与轨线相截的交点                   (b) 改进后 Poincaré 截面图上的点 

Figure 8. Modified Poincaré map of experimental signal 
图 8. 试验信号 Poincaré 截面图的改进 

 

 
(a) 重构吸引子的相平面图                                        (b) 吸引子的 Poincaré 截面图 

图 9. 重构吸引子相平面图和 Poincaré 截面图 
Figure 9. Reconstructed attractor phase plane and Poincaré map 
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(a) 最大 Lyapunov 指数计算曲线                           (b) Lyapunov 指数谱曲线 

图 10. 实验时间序列 Lyapunov 指数曲线图 
Figure 10. Lyapunov exponent curves of experimental signal 

 

 
(a) 系统响应重构吸引子相平面图                      (b) 吸引子的 Poincaré 截面图 

图 11. 试验系统的振动加速度响应 

5. 结论 

caré 截面法进行了改进。当激励频率可约

时，

Figure 11. Vibration acceleration response of experimental system 

 

对 Poin

可以根据 kT1 = pT2 = T 来确定截面的位置。当两 

个激励频率不相等时，kT1 ≠ pT2，因此，确定截面位

置时存在的问题是：当以 T = kT1来确定截面时，而另

一种频率的运动可能在截面上没有交点。为此，引入 

截面邻域，使得  
0

lim kJ x x


 ，从而尽量保证了截面 

点的存在。实测信号重构吸引子，由于轨线具有不完

全重合性，会产生轨道簇，其 Poincaré 截面与仿真信

质。设计了非线性振动实验装置，对研究结果进行了

验证。 
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