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Abstract 
The temperature changes with time and location for heat transfer with steady heat source flowing 
through a multi-layered dielectric material. In this paper, the temperature distribution of steady 
heat source flowing through a multi-layered medium is studied. By using heat conduction equa-
tion, we derive the heat-stable temperature distribution and the temperature regularity of the in-
nermost material changes as time. Our method is applicable to the composite problem of various 
thermal insulation materials, and can be used to determine the temperature distribution of the 
multi-layered medium material. 
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摘  要 

在稳定热源流过多层介质材料的传热过程中，温度会随时间和位置发生变化。本文分析了稳定热源通过
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多层介质传热的温度分布，运用热传导方程导出了热稳定后的温度分布以及最内层材料温度随时间的变

化关系。本文的方法适用于多种隔热材料的复合问题，可求出多层介质各层温度随时间的变化规律。 
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1. 引言 

多层材料在传热过程中，不同介质材料会导致不同的温度分布。温度在材料内部随着位置而变化，

材料最内侧的温度会随热传递的时间而变化。这类问题从 20 世纪 80 年代开始一直被广泛研究。1981 年，

顾延安研究了保温层外壁面温度，以及它的计算方法，通过理论推导给出了一种计算热损失的方法[1]。
2007 年，白净选用第一类边界条件下的柱坐标形式的导热微分方程对圆筒壁内的温度分布进行计算和分

析，得出结论等温面的热流密度相同[2]。曾剑等考虑了一类热传导方程中间断扩散系数的反问题，证明

了时间相对较小时，极小元的唯一性和稳定性[3] [4] [5] [6]。2018 年，陈大伟利用热传导方程的差分格式

对一维热传导方程的数值解进行计算并绘成图，从而直观地得到热传导媒介上的温度时空分布[7]。目前，

对于热传导方程解的研究并以此得到热传导媒介在传热过程中的温度分布的相关研究仍在继续，然而对

于将两者与隔热材料相结合以提高复合材料的隔热性能以及对隔热时间的研究仍然较少。该研究对于复

合材料隔热性能的提高和隔热材料的选择具备参考价值，在实际生活中的应用也较为广泛，可应用于高

温作业服、消防隔热墙等诸多领域，因此具有一定的研究价值。 
本文通过实验所得实验数据，利用数学物理方程建立稳定状态下的温度分布模型，包括复合介质各

分界面的温度变化和多层材料内侧温度随时间的变化。将该热传导模型和实验曲线进行对比，验证模型

的正确性。 

2. 模型的建立 

2.1. 热传递温度分布 

将多层介质的传热过程视为沿径向的一维运动，方向由外侧指向内侧，零点为该多层材料最外侧处

(如图 1)。 
 

 
Figure 1. The schematic of one dimensional multi-layered media 
图 1. 多层介质一维分布示意图 

 
由傅里叶定律和能量守恒定律得出温度随时间和位置变化的方程[8]： 
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其中 2a cλ ρ= ， λ 为导热系数，c 为比热容， ρ 为密度。设多层介质总厚度为 d，初值条件满足外界环

境温度恒为 1T ，稳定后内侧温度为 5T ，即满足 

( ) 10,u x t T= = , ( ) 5,u d t T= ∞ = .                             (2) 

分离变量令试探解 ( ) ( ) ( ),u x t X x T t= ，带入(1)求解得[8]： 

( ) ( ) ( )cos sink k k k kX x p x q xω ω= + ,                            (3) 

( )
2 2

e ka t
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其中系数 , ,k k kp q n 由初值条件决定， πk k dω = 。方程(1)的一般解可表示为 

( ) ( ) ( ), k k
k

u x t X x T t= ∑                                  (5) 

设多层介质对应 I、II、III、IV 层的厚度分别为 1 2 3 4, , ,d d d d ，导热系数分别为 1 2 3 4, , ,λ λ λ λ 。介质中间

相邻两层分界面的温度分别为 2 3 4, ,T T T 。对于稳定的导热过程，每一层的导热速率均相等，由热量流守恒

条件得每层传递的热量 iQ  ( 1, 2,3, 4i = )为 
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这里 A 为传热横截面积。当热传导处于稳定状态时，有 
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其中 i
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d
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Aλ
= 为热阻， , 1 1i i i iT T T+ +∆ = − 。利用 , 1i i iT Q R+∆ = × 可求得各层分界面的温度差以及各层面的温度。 

2.2. 温度稳定前多层材料最内侧温度随时间的变化 

将复合材料两两融合可得出复合材料的密度、热容、导热系数，它们的计算公式为[9]： 
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其中 iv 为相对体积[9]。将以上参数带入(5)式可得到复合材料各分界面的温度及内侧温度随时间的变化曲

线，结果可表示为 

( ) 2 2

1 0, e a tu x d t C Cω−= = + ,                               (8) 

其中常系数 1C 、 0C 可通过初始条件和边界条件求出。 

3. 计算模拟结果与讨论 

以 2018 年全国大学生数学建模大赛 A 题实验数据为依托，先进行一个初步验证。实验中各层材料
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的导热系数、密度及比热容如下表 1 所示。 
 
Table 1. The parameter for related materials 
表 1. 各层材料相关参数 

序号 厚度 
(mm) 

密度 ρ 
(kg/m3) 

导热系数 c 
(W∙m−1∙K−1) 

比热容 λ 
(J∙kg−1∙K−1) 

I 0.6 300 0.082 1377 

II 6 862 0.37 2100 

III 3.6 74.2 0.045 1726 

IV 5 1.18 0.028 1005 

 
外界环境温度恒为 75℃，内层初始温度为 37℃，传热稳定后内层温度稳定在 48.08℃。由(7)可得到

复合材料的相关参数： 

370.07, 1622.68, 0.053, 15.2c dρ λ= = = =  

将以上参数带入(5)并考虑边界条件 ( ), 0 37 Cu x d t= = =  ， ( ), 48.08 Cu x d t= = ∞ =  得： 

( ) 0.003815.2, 11.08e 48.08tu x t −= = − + . 

图 2 给出了该计算结果和实验曲线的对比，从曲线可以看出，上面的关系很好的描述了最内层温度

随时间的变化。 
 

 
Figure 2. Comparison of fitted curve and experimental value 
图 2. 拟合曲线与实验值对比 

 
同理可以得到 I、II 层接触面，II、III 层接触面，III、IV 层接触面的温度随时间变化关系。 
I、II 层接触面： 

( ) 5.44190.6, 37.302e 74.302tu d t −= = − + . 

II、III 层接触面： 

( ) 0.03856.6, 35.754e 72.754tu d t −= = − + . 
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III、IV 层接触面： 

( ) 0.008810.2, 28.117e 65.117tu d t −= = − + . 

以上温度变化曲线如图 3 所示(蓝线为 I、II 层接触面，红线为 II、III 层接触面，绿线为 III、IV 层接

触面)，可以发现，各层传热速率的大小关系为：I > II > III。 
 

 
Figure 3. The curve for temperature varies as time on three interfaces between layers 
图 3. 三个接触面的温度随时间变化曲线 

4. 实验探究 

为了进一步验证稳恒热源热传递的温度分布，去如表 2 所示的集中材料，分别测量并记录恒温热源

的温度和材料层的初始温度。将材料层固定在恒温热源之前并同时开始计时，每隔一分钟测量并记录此

刻材料最外层的温度，直至最外层温度稳定，实验结果如图 4 所示。 
 
Table 2. The parameter for related materials 
表 2. 各层材料相关参数 

序号 名称 厚度 
(mm) 

密度 ρ 
(kg/m3) 

导热系数 c 
(W∙m−1∙K−1) 

比热容 λ 
(J∙kg−1∙K−1) 

I 聚苯乙烯泡沫 2.34 30 0.042 1380 

II 聚乙烯泡沫 1.66 100 0.047 1380 

III 玻璃板 2.24 2500 0.76 840 

IV 纸板 5.00 380 0.14 1800 

 
实验中，热源恒温为 85.7℃，材料的初始温度为 26.7℃，材料稳定后的温度为 50.0℃。经计算，复

合后材料的相关参数为： 

1185.5, 1210.1, 0.097, 11.04c dρ λ= = = =  

理论曲线可求得为： 

( ) 0.005511.04, 23.3e 50tu d t −= = − +  
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将实验值与理论曲线对比可知，实验数据与理论曲线基本相符。所以，此模型可运用于符合隔热材

料，建筑墙面等的设计中。 
 

 
Figure 4. Comparison of fitted curve and experimental value 
图 4. 拟合曲线与实验值对比 

5. 总结 

本文将稳定热源沿圆筒径向的热传递抽象为一维过程，用热传导方程研究了多层复合材料的热传导

规律。通过复合介质的比热容、热导率和密度参数，我们求出了热稳定后各层介质分界面的温度分布，

同时得到了介质内层温度的变化。从理论和实验曲线的对比发现，该模型很好地描述了复合介质的热传

导问题。对复合介质的热传导规律的研究在各行各业有着非常广泛的应用，对复合隔热材料的研发有着

非常重要的意义。仍需指出，本文只考虑了分离的时间和空间变量；二者同为变量的情况较为复杂，有

待进一步深入研究。 
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