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Abstract 
A matching of a directed graph G is a set of some directed edges without common starting-node 
and end-node. K-matching of a digraph G is the matching with the k (k = 1, 2,…, n) edges; 
k-matching number of a graph G is the number of distinct matchings containing k (k = 1, 2,…, n) 
edges. The matching of a graph G refers to the number of all k-matchings. Liu and Barabasi put 
forward: the number of controllable nodes in directed networks is equal to the number of nodes of 
directed networks minus the number of edges of the maximum matching. It illustrates that the 
matching number and controllability of directed networks have a close connection. Thus, the re-
search of the number of all matchings of directed networks is of applied significance. This article 
mainly studies the counting problems and the extremal problems on the number of matchings in a 
class of directed triangle trees. We investigate the calculation method and the expression of the 
matching number in a class of directed triangle trees with n triangles and determine the bounds 
for the matching number in directed triangle trees with n triangles and the correspond graphs. 
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摘  要 

有向图G的一个匹配是由其一组没有公共起点也没有公共终点的有向边构成的集合。图G的k匹配是指含k 
(k = 1, 2, …, n)条有向边的匹配；图G的k-匹配数是指含k (k = 1, 2, …, n)条有向边的匹配的选择方法

数；图G的匹配数指所有k-匹配数的和。刘和Barabasi等人提出：有向网络的可控节点数等于有向网络

的顶点数减去最大匹配包含的边数。说明有向网络的可控性与有向网络的匹配数有着密切的联系。因此，

研究有向网络的所有匹配数目具有一定的应用意义。这篇文章主要研究一类有向三角形树的所有匹配数

的计数问题和极值问题。给出了一类含n个三角形的有向三角形树匹配数的计算方法，以及有向三角形

树匹配数的上下界和相应的结构。 
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1. 引言 

随着以互联网[1]为代表的网络信息技术的飞速发展，人类社会已经逐步进入了复杂网络时代。钱学

森给出了复杂网络[2]的一个较为严格的定义：具有自相似、无标度、自组织、小世界、吸引子中部分或

全部性质的网络为复杂网络。如何利用复杂网络让人们的生活更加有效，成为了人们关注的焦点。基于

此，一些学者开始研究复杂网络的可控性。如果我们想要控制一个系统，我们首先要确定一个顶点集，

通过在这些顶点集上输入不同的信号完全控制整个网络，我们称这些节点为驱动节点。我们特别有兴趣

于：确定最小的驱动节点数[3]，记为 ND，它可以有效地完全控制系统的动力学过程。2011 年刘和 Barabasi 
等人[3]给出有向网络匹配的定义及最小输入定理：指出有向网络的可控节点数等于有向网络的顶点数减

去最大匹配包含的边数，由此开启了研究复杂网络可控性的新篇章。 
1971年日本化学家Haruo Hosoya [4]-[6]介绍了基于结构描述的分子图，他命名了拓扑指标并记为Z。

他用下面的方式定义了 Z 或 Z(G)：从图 G 中选择 k 条相互独立的边的方法数记为 m(G, k)，对所有图 m(G, 
0) = 1，并且 m(G, 1)等于图 G 的边数，则： 

( ) ( )
0

,
k

Z Z G m G k
≥

= = ∑
 

称 Z 或 Z(G)为 Hosoya 指标或 Hosoya 拓扑指标。 
本文中我们首先给出有向树、有向三角形树及有向三角形树匹配的概念，研究有向三角形树的匹配

数及其相关性质。其次根据本文的主要内容给出计算一类有向三角形树匹配数的算法。 

2. 基本知识 

首先给出一些无向图、有向图及有向树的基本定义以及基本的符号表示。 

2.1. 无向图的基本概念 

一个图 G = (V, E)是一个三元组[7]，这个三元组包含一个顶点集 V(G)，一个边集 E(G)和一个关系，

该关系使得每一条边和两个顶点(不一定是不同的点)相关联，并将这两个顶点称为这条边的端点。设边 e
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的两个端点分别为 u 和 v，则边 e 记为 ( ) ( ), ,e u v u v u vu= = = = ，称节点 u 和 v 在图 G 中邻接，记为 u~v
或 v~u，并称节点 u 和 v 与边 e 关联；否则称为不邻接，记为 u!~v。图 G 中，与节点 v 相关联的边的数

目称为 v 的度，记 dG(v)或 d(v)。度为 0 的点称为孤立点，度为 1 的点称为悬挂点。 
图 G = (V, E)的一个匹配 M [7]是由其一组没有公共端点的不是圈的边构成的集合；M 是由若干条边

构成的集合，故其大小就是边的条数。图 G = (V, E)的一个极大匹配是不能再通过添加边来使其变大的匹

配。一个最大匹配是图 G = (V, E)的所有匹配中边数达到最大值的匹配，即含边数最多的匹配。 
图 G = (V, E)的一条路径 Pn [7]是一个简单图，其顶点排序使得两个顶点是邻接的当且仅当它们在顶

点的序列中是前后相继的。 

2.2. 有向图的基本概念 

一个有向图[7]G 是一个三元组，其中包含一个顶点集 V(G)，一个边集 E(G)和一个为每有向条边分配

一个有序顶点对的函数 f，有序对的第一个顶点是有向边的尾部，称为有向边的起点；第二个顶点是有向

边头部，称为有向边的终点；它们统称为有向边的端点。设有向边 e 的尾部为 u，头部为 v，则有向边 e
记为 ( ) ( ), ,e u v uv v u vu= = ≠ = ，称节点 u 和 v 在图 G 中邻接，记为 u~v，我们说一条有向边就是指一条

从其尾部到头部的边。若令 v 是有向图 G 中的顶点，出度是以 v 为尾部的边的条数，记为 d+(v)；入度是

以 v 为头部的边的条数，记为 d-(v)。 
有向图 G 的一个匹配 M [7]是由其一组没有公共起点也没有公共终点的有向边构成的集合。匹配 M

中包含的有向边的终点称为匹配节点，否则为未匹配节点。M [7]是由若干条有向边构成的集合。故其大

小就是有向边的条数。有向图 G 的一个极大匹配是不能再通过添加有向边来使其变大的匹配。一个最大

匹配是有向图 G 的所有匹配中有向边数达到最大值的匹配，即含有向边数最多的匹配。 
有向图 G 的一条途径[8]是由顶点 vi 与有向边 ei 交错排列的序列 1 1 2 2 3 1k k kW v e v e v v e v−= � ，简记为

1 2 kW v v v= � ，使得对于 1, 2, , 1i k= −� ，W 中的有向边 ei的尾是顶点 vi、头是顶点 vi+1。我们也称 W 为

一条从 v1到 vk的途径。若一条途径 W 中任意两条有向边都不相同，则称 W 为迹。若一条迹中的顶点是

互不相同的，则称 W 为路径 Pn。 
刘和 Barabasi 等人[3]给出有向网络的匹配的定义：有向网络的边的子集 E*称为是一个匹配集，如果

E*中任意两条边都没有公共的始点，也没有公共的终点。如果一个节点是 E*中某一条边的终点，该节点

为匹配节点，否则为未匹配节点。 
如果有向图[9] G = (V, E)被称为有向树 T = (V, E)，则满足以下三个条件 
1) 有且仅有一个节点的入度为 0； 
2) 除树根外的节点的入度为 1； 
3) 从树根到任一节点有一条连通的有向路。 
有向图[9] G = (V,E)，在不考虑边的方向时是一棵无向树，则该有向图称为有向树。如图 1。 
其中顶点集 { }1 2 3 4, , ,V v v v v= ，边集 ( ) ( ) ( ){ }1 3 3 2 3 4, , , , ,E v v v v v v= ；其中入度为 0 的节点称为树根，出

度为 0 的节点称为树叶；称节点 v 的前驱元素为 v 的父节点，称 v 的后继元素为 v 的子节点。事实上，

在一个无环有向图 G = (V,E)中也可以定义父节点和子节点，若有向边 ( ),u v E∈ ，则称节点 u 是节点 v 的

父节点，节点 u 是节点 v 的子节点。若有向边 ( ),u v E∈ ，则称 u 是 v 的父节点，v 是 u 的子节点。 

有向树中，入度为 0 的节点称为树根[9]，出度为 0 的节点称为树叶，出度不为 0 的节点称为分支节

点，将不是根的分支节点称为内点。称从根节点到某个节点的路径长度为该节点的层或级。于是根节点

是第 0 层节点，其子节点是第 1 层节点，以此类推。称与父节点在同一层的节点为堂兄弟。称节点的最

大层次为树的高度或深度。 
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Figure 1. Directed tree G = (V; E) 
图 1. 有向树 G = (V; E) 

 

有向树 T = (V, E) [9]中，v∈V，由节点 v 及其所有后代导出的子图称为有向树 T = (V, E)的子根树或

子树。 
有向树 T = (V, E) [9]中，若 maxv∈V d+(v) = m 则称 T = (V, E)是有向 m 叉树。在 m 叉树 T=(V, E)中，若

对任意节点 v 都有 d+(v) = m 或 0，则称 T=(V, E)是有向完全 m 叉树，所有树叶节点所在的层都相同的有

向完全 m 叉树称为有向正则 m 叉树或有向满 m 叉树。 

3. 一类有向三角形树的匹配数 

刘和 Barabasi 等人[3]给出了有向网络匹配的定义以及有向网络可控节点数等于顶点数减去最大匹配

包含的边数的结论。自然的问题是研究有向网络的所有匹配数目。本文中主要研究有向三角形树的所有

匹配数的计数问题。首先给出与有向树 F 和有向三角形树 D 相关的一些基本定义，给出一类有向三角形

树匹配数的计算方法、表达式，确定有最大和最小匹配数的有向三角形树的结构，其次根据本文的主要

内容给出计算一类有向三角形树匹配数的算法。 

3.1. 有向树的基本定义 

有向树 T 被称为有向树 F = (V, E)，则有向树 T 中的有向边的方向均是由上一层中的父节点指向下一

层中的子节点的。如图 2。 
其中顶点集： { }0 1 2 3 4 5 6 7, , , , , , ,V v v v v v v v v= ，边集： { }0 1 0 2 1 3 1 4 2 5 2 6 2 7, ,?E v v v v v v v v v v v v v v= ；其中入度

为 0 的节点称为树根，出度为 0 的节点称为树叶；若有向边(u, v)∈E，则称 u 是 v 的父节点，v 是 u 的子

节点。 
有向星图 F*是恰好只有一个节点出度为 n-1，其余节点均为叶子节点的 n 个节点的有向树 F。有向

路 Fp 是节点出度为 1 或 0 的有向树 F。 

3.2. 有向三角形树的基本定义 

有向三角形树 D = (V, E)的过程为：t = 1 时，以 v0为根节点，以 v1，v2为左右子节点，生成两条有向

边 v0v1，v0v2，且节点 v1，v2之间生成一条有向边 v1v2(第三边)，这时节点{v0，v1，v2}构成一个有向三角

形，记为 D1；t = 2 时，D1恰好包含 3 个节点{v0，v1，v2}∈V，在 D1的任意一个节点上粘贴 D1的节点 v0，

生成有向三角形树 D2；以此类推，在有向三角形树 Di的任意一个节点上，粘贴 D1的节点 v0，生成有向

三角形树 Di+1；以时间步生成有向三角形树 Dn。图 3 是其中一种生成结果。 

其中顶点集： { }0 1 2 3 4 5 6, , , , , ,V v v v v v v v= ，边集： { }0 1 0 2 1 2 1 3 1 4 3 4 2 5 2 6 5 6, , , , , , , ,E v v v v v v v v v v v v v v v v v v= ；其

中入度为 0 的节点称为树根，出度为 0 的节点称为树叶；若有向边(u, v)∈E，则称 u 是 v 的父节点，v 是

u 的子节点。 
有向三角形星图 *

nD 是在每一时间步都将 D1的节点 v0粘贴到节点 v0而生成的。有向三角形路 Dpn(Dpn) 
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Figure 2. Directed tree F 
图 2. 有向树 F 

 

 
Figure 3. Directed triangle tree D3 
图 3. 有向三角形树 D3 

 
在每一时间步都将 D1的节点 v0粘贴到有向三角形树的最左(右)端的节点而生成的。 

有向三角形树 D 的匹配数：n 个三角形的有向三角形树 D 的边的子集 E*称为是一个匹配集，如果

E*中的任意两条有向边都没有公共的始点，也没有公共的终点。有向三角形树 D 的一个匹配是由若干条

有向边构成的集合，故其大小就是有向边的条数。有向三角形树 D 的一个极大匹配是不能再通过添加有

向边来使其变大的匹配。有向三角形树 D 的一个最大匹配是有向三角形树 D 的所有匹配中有向边数达到

最大值的匹配，即含有向边数最多的匹配。有向三角形树 D 的 k 匹配是指含 k 条有向边的匹配；有向三

角形树 D 的 k 匹配数指含 ( )1,2, , 2 1k k n= +� 条有向边的匹配的选择方法数；有向三角形树 D 的匹配数

指所有 k 匹配数的和，记为 Z(D)；这里规定有向三角形树 D 的 0 匹配为 1，即，空图(记为"O")或只包含

孤立点的有向树的匹配数为 1。显然图 3 中有向三角形树 D3的 1 匹配数为 9：v0v1，v0v2，v1v2，v1v3，v1v4，

v3v4 v2v5，v2v6，v5v6；2-匹配数为 28：{v0v1, v1v3}，{v0v1, v1v4}，{v0v1, v3v4}，{v0v1, v1v2}，{v0v1, v2v5}，{v0v1, 
v2v6}，{v0v1, v5v6}，{v0v2, v1v3}，{v0v2, v1v4}，{v0v2, v3v4}，{v0v2, v2v5}，{v0v2, v2v6}，{v0v2, v5v6}，{v1v2, v3v4}，
{v1v2, v2v5}，{v1v2, v2v6}，{v1v2, v5v6}，{v1v3, v3v4}，{v1v3, v2v5}，{v1v3, v2v6}，{v1v3, v5v6}，{v1v4, v2v5}，{v1v4，

v2v6}，{v1v4, v5v6}，{v3v4, v2v5}，{v3v4, v2v6}，{v3v4, v5v6}，{v2v5, v5v6}；同理，3-匹配数为 36；4-匹配数为

17；5-匹配数为 3；有向三角形树 D3的匹配数：0 匹配数 + 1 匹配数 + 2 匹配数 + 3 匹配数 + 4 匹配数 + 
5 匹配数 = 95。 

3.3. 一类有向三角形树匹配数的计算方法 

设 D=(V, E)是在有向完全二叉树中的每一个节点的左右子节点上，添加一条从左子节点到右子节点

的有向边所得的图，它是一类特殊的有向三角形树图。下面给出这一类有向三角形树匹配数的多项式算

法。 
定理 3.3.1 设 D = (V, E)是在有向完全二叉树中的每一个节点的左右子节点上，添加一条从左子节点

到右子节点的有向边所得的的图，设 D = (V, E)是有 n 个三角形的有向三角形树，v1，v2分别是有向三角

形树 D 的根节点 v0的左、右子节点，则 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 13 2v v vZ D Z D Z D Z D v = + −   
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这里 Dvi是以 vi为根节点的有向三角形树；Dvi-vi是从有向三角形树 Dvi中删除根节点 vi形成的有向子

图； 
设 v3，v4分别是 v1的左、右子节点，则 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 4 3 3 3v v v vZ D v Z D Z D Z D v − = + −   

这里 Dv3-v3是 Dv1-v1的有向子图。 
证明：用归纳法证明，n = 1 时，有向三角形树 D 仅包含一个三角形，Z(D) = 5，定理成立。 
假设对小于 n 个三角形的有向三角形树 D 定理成立。设 v1，v2 分别是 v0 的左、右子节点，见图 4。 
则有向三角形树 D 的匹配数可分为以下两类： 
第一类：不包含根节点 v0的匹配，即有向子图 D-v0的匹配数 Z(D-v0)，见图 5。 
第二类：恰好包含根节点 v0的有向边 v0v1或 v0v2的匹配，即有向子图 D1，D2的匹配数 Z(D1)，Z(D2)，

见图 6。 
因此 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 2Z D Z D v Z D Z D= − + +  

注意到有向子图 0D v− 的匹配可分为以下两类： 

第一类：不包含有向边 v1v2的匹配，即有向树 Dv1的匹配数 Z(Dv1)与有向树 Dv2的匹配数 Z(Dv2)的乘

积，见图 7。 
第二类：恰好包含有向边 v1v2的匹配，即有向子图 D3的匹配数 Z(D3)，见图 7。 
因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3 2 1 1 1v v v v vZ D v Z D Z D Z D Z D Z D Z D v − = + = + −   

而有向子图 D1的匹配可以分为以下两类： 
第一类：不包含有向边 v1v2的匹配，即有向子图 D4的匹配数 Z(D4)，见图 8。 
第二类：恰好包含有向边 v1v2的匹配，即有向子图 D5的匹配数 Z(D5)，见图 8。 

 

 
Figure 4. Directed triangle tree D 
图 4. 有向三角形树 D 
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Figure 5. Directed graph D-v0 
图 5. 有向子图 D-v0 

 

 
Figure 6. Directed graph D1, Directed graph D2 
图 6. 有向子图 D1，有向子图 D2 

 

 
Figure 7. Directed tree Dv1, Directed tree Dv2, Directed 
graph D3 
图 7. 有向树 Dv1，有向树 Dv2，有向子图 D3 

 

 
Figure 8. Directed graph D4, Directed graph D5 
图 8. 有向子图 D4, 有向子图 D5 

 
因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 4 5 2 1 1 1v v vZ D Z D Z D Z D Z D Z D v = + = + −  ; 

( ) ( ) ( )2 1 2v vZ D Z D Z D= . 
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则有向三角形树 D 的匹配数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 1 13 2 3 2v v v v v v vZ D Z D Z D Z D v Z D Z D Z D Z D v = + − = + −   

注意到有向子图 1 1vD v− 与有向子图 0D v− 的结构相同，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 4 3 3 4 4 3 3 3v v v v v v v vZ D v Z D Z D Z D v Z D Z D Z D Z D v − = + − = + −   

由归纳假设得：对有向三角形树 Dv3，Dv4定理成立。 
证毕。 
定理 3.3.2 设 D 是含 n 个三角形的有向三角形树，则 

( ) ( )12 3 2 5n nn Z D− ∗ + ≤ ≤  

其中 ( ) ( )12 3 2nZ D n−= ∗ + 当且仅当 D 是有向三角形星 *
nD ； ( ) 5nZ D = 当且仅当 D 是有向三角形路 Dpn。 

证明：用数学归纳法证明。N = 1 时，有向三角形树 D 仅包含一个三角形， ( ) 5Z D = ，定理成立。

N = 2 时，有向三角形树 D 包含两个三角形，这两个三角形构成的有向三角形树图有三种结构：有向三

角形星图 *
2D ，有向三角形路 2pD 和 Dp2。计算得 ( )*

2 16Z D = ， ( )2 17pZ D = ， ( )2 25pZ D = ，定理成立。 
假设对小于 n 个三角形的有向三角形树图结论成立。(1) 用数学归纳法证明右边不等式。设 Dn是具

有 n 个三角形的有向三角形树图，则 Dn可以在某一个具有 n-1 个三角形的有向三角形树图 Dn-1的任意节

点与新 1 0 1 2D v v v= 的节点 v0粘贴得到。Dn和 Dn-1的匹配有如下两种关系： 
1) Dn-1的任意一个匹配和 D1的任意一个匹配都没有公共始点和终点，注意到 ( )1 5Z D = ，此时有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 15n n nZ D Z D Z D Z D− −= =  

2) Dn-1的某些匹配和 D1的某些匹配有公共的始点，此时有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 15n n nZ D Z D Z D Z D− −< =  

由归纳假设有 

( ) ( ) ( )*
1 1 1n n pnZ D Z D Z D− − −≤ ≤  

显然 ( ) ( )15 5n
pn pnZ D Z D −= = ，因此得 

( ) ( ) 5n
n pnZ D Z D≤ =  

且等式成立当且仅当 n pnD D= 。 
(2) 用数学归纳法证明左边不等式。设 Dn可以在某一个具有 n-1 个三角形的有向三角形树图 Dn-1的

任意节点与新 1 0 1 2D v v v= 的节点 v0 粘贴得到， *
nD 在 *

1nD − 的中心与 1 0 1 2D v v v= 的 v0 粘结得到，其中

1 0 1 2D v v v= 的有向边为 v0v1，v0v2，v1v2。类似(1)的证明考虑 *
nD 和 Dn的匹配，分下面几种情况考虑： 

a) *
nD 的匹配由 v1v2 与

*
1nD − 匹配组成，Dn 的匹配由 v1v2 与 Dn-1 的匹配组成，根据归纳假设这种情形

下 ( ) ( )*
n nZ D Z D≤ 。 

b) *
nD 的匹配由 v0v1，v0v2，v0v1v2分别与 *

1nD − 三角形的第三边生成的匹配组成，Dn的匹配由 v0v1，v0v2，

v0v1v2分别与 Dn-1三角形的第三边生成的匹配组成，这种情形下他们匹配数相等。 
c) *

nD 的匹配只能是 v0v1，v0v2，v0v1v2，或者是 *
1nD − 包含中心点 v0的匹配，Dn的匹配由 v0v1，v0v2，

v0v1v2，或者 Dn-1三角形的非第三边生成的匹配组成，或者由 v0v1，v0v2，v0v1v2，和 Dn-1中与 v0不相交的

Dn-1三角形的非第三边生成的匹配组成，这种情形下 ( ) ( )*
n nZ D Z D< 。 

由以上讨论得： 

( ) ( )*
n nZ D Z D≤  
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且等式成立当且仅当 *
n nD D= 。下面计算 ( )*

nZ D 。 

根据定理 3.3.1 设含 n 个三角形的有向三角形星图 *
nD 的中心节点为 0 1 2 2, , , , nv v v v� 是 v0的邻居节点，

见图 9，则有向三角形星图的匹配可分为以下两类： 
第一类：不包中心节点 v0的匹配，即有向子图 *

0nD v− 的匹配数 ( )*
0nZ D v− ，见图 9。 

第二类：恰好包含中心节点 v0的有向边 v0vi( 1, 2, , 2i n= � )$的匹配，即有向子图 *
iD ( 1, 2, , 2i n= � )的

匹配数 ( )*
iZ D ，见图 10。 

如图 10 所示，共有 n 个有向子图 * *
1 2 2, , , nD D D∗ � ，因此 

( ) ( ) ( )
2

* * *
0

1

n

n n i
i

Z D Z D v Z D
=

= − +∑  

注意到 iD∗ 的每一个匹配必须包括有向边 v0vi，当包含的有向边 v0vi是 v0的右节点时， iD∗ 的匹配数 

( ) 2n
iZ D∗ =  

当包含的有向边 v0vi是 v0左节点时， iD∗ 的匹配数 

( ) 12n
iZ D∗ −=  

而有向三角形星图 nD∗ 左节点数等于右节点数等于 n。从 iD∗ 的一个 k-匹配中删除左节点得到 0nD v∗ −

的一个(k-1)-匹配，反之在 0nD v∗ − 的(k-1)-匹配中添加左节点得到 iD∗ 的一个 k-匹配， 
则有 

( )0 2n
nZ D v∗ − =  

所以 
 

 

Figure 9. Directed triangle star graph *
nD , Directed graph *

0nD v−  

图 9. 有向三角形星图 *
nD ，有向子图 *

0nD v−  
 

 

Figure 10. Directed graph *
iD  

图 10. 有向子图 *
iD  
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( ) ( ) ( )1 12 2 2 2 3 2n n n n
nZ D n n∗ − −= + + = ∗ +  

证毕。 

3.4. 有向三角形树匹配数的算法 

本小节中，我们给出有向三角形树匹配数的算法。 
设 D = (V, E)是在有向完全二叉树中的每一个节点的左右子节点上，添加一条从左子节点到右子节点

的有向边所得的图，设 Dn = (V, E)是包含 n 个三角形的有向三角形树，输出 Z(Di)值。假设 D0表示只含有

一个节点的有向图，Dvl和 Dvr分别表示 Dv的左、右子图。 
开始 

( ) 1Z O = , ( )0 1Z D = , ( )2 2Z P =  

For each v V∈  bottom up do 

( ) ( ) ( ) ( ): 3 2v vr vl vl lZ D Z D Z D Z D v = + −   

( ) ( ) ( ) ( ):v vr vl vl lZ D v Z D Z D Z D v − = + −   

显然，该算法的时间复杂度为 ( )nο 。 

4. 结论与展望 

本文中我们给出了有向网络中一类有向三角形树匹配数的计算方法和计算表达式。得出：有向三角

形路 Dpn的匹配数最大，有向三角形星图 nD∗ 的匹配数最小。有向三角形树的匹配数与以其左右端子节点

为顶点的有向三角形的数目密切相关：有向三角形树中，以左端子节点为顶点的有向三角形的数目越多，

有向三角形树的匹配数越小；有向三角形树中，以右端子节点为顶点的有向三角形的数目越多，有向三

角形树的匹配数越大。而刘和 Barabasi 等人有结论：有向路最易控制，即：需要的输入最少；有向星图

最难控制，即：需要的输入最多；那么能否得出：有向三角形树的匹配数越大，有向三角形树越容易控

制的结论；或者在什么条件下，有向三角形树的匹配数越大，有向三角形树可控制性越好，是值得思考

的问题。 
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