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Abstract 
The existing methods for extracting the translation and scale invariants from the discrete ortho-
gonal moments are via a linear combination of the corresponding invariants of geometric mo-
ments or image normalization, which led to calculational errors. In this paper, a novel kind of dis-
crete orthogonal moments named as Charlier moment is proposed based on the discrete Charlier 
polynomials, and then an approach to directly derive the translation and scale invariants from 
Charlier moments is also presented. Experimental results show the high classification and repre-
sentation accuracy of these invariants as a result of direct calculation instead of the image norma-
lization or a linear combination of the corresponding invariants of geometric moments. It is also 
shown that these invariants are relatively robust in the presence of image noise and are poten-
tially useful as a kind of invariant descriptors in some image analysis and pattern recognition. 

 
Keywords 
Discrete Orthogonal Moments, Charlier Polynomials, Translation, Scale Invariants, Pattern  
Recognition 

 
 

基于Charlier矩的图像分析 

时光慧，王  晅 

陕西师范大学物理学与信息技术学院，陕西 西安 
 

 
收稿日期：2017年4月10日；录用日期：2017年4月23日；发布日期：2017年4月27日 

 
 

 
摘  要 

针对离散正交矩的平移和尺度不变量只能通过图像归一化或者借助几何矩不变量的线性组合间接获取，

会带来较大的表示误差，本文基于离散Charlier多项式，提出了一种新的离散正交矩——Charlier矩，

并给出了Charlier矩平移与尺度不变量的直接计算方法。实验表明，由Charlier矩直接计算的平移和尺
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度不变量与现有方法相比，具有较高的表示精度与分类准确率，而且对图像噪声有较强的稳定性，可以

应用于图像不变分析与目标识别等应用领域。 
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离散正交矩，Charlier多项式，平移和尺度不变量，模式识别 
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1. 引言 

1962 年 Hu [1]提出的图像几何矩理论受到广泛关注。图像几何矩不变描述量具有平移、旋转和尺度

不变的特性，而且计算效率较高，可以应用于图像不变分析与机器视觉的各个领域。然而，几何矩的基

函数是非正交的，导致了较大的信息冗余，所以基于几何矩重构图像是非常困难的，而且该类矩对图像

噪声非常敏感，带来一定的表示误差与分类错误率。针对以上问题，一些研究工作者基于连续正交基函

数提出了 Zernike [2] [3] [4]和 Legendre [5]等连续正交矩。由于连续正交矩的基函数是正交的连续函数，

所以可以具有较小的信息冗余，基于连续正交矩可以对图像精确重构，此外，与几何矩相比，对噪声有

更好的稳定性。但是，由于连续正交矩的定义涉及到二维连续积分形式，而数字图像是定义在离散域的

数字矩阵，所以计算过程中需要进行坐标转换和积分近似，所以存在数值积分近似误差与几何误差[4]。
这些误差会严重影响图像的重构精度与分类精度。 

Mukundan [6]在 2001 年提出一种基于离散 Tchebichef 多项式的离散正交矩。随后，Yap [7]提出另一

种基于 Krawtchouk 多项式的离散正交矩。离散正交矩的基函数与数字图像域完全匹配，定义与计算过程

消除了由坐标转换和近似误差引起的数值积分近似误差与几何误差，具有良好的图像表征能力与分类精

度，而且与连续正交矩相比，抵抗噪声的干扰能力也明显增强，然而，离散正交矩缺乏本质上的平移与

尺度变换不变性，平移和尺度不变量是通过图像平移与尺度归一化方法或者借助几何矩不变量的线性组

合间接获取通，这一过程会引入新的计算误差，从而影响离散正交矩的优良性能。本文基于 Charlier 离

散正交多项式[8]，提出了一种新的离散正交矩，并基于该离散正交多项式的特殊性质，提出一种直接计

算该矩的平移和尺度不变量的方法。实验结果验证了该方法所获得的 Charlier 离散正交矩尺度和平移不

变量具有很好的表示与分类性能。 

2. Charlier 离散正交矩 

大小为 N N× 的图像函数为 ( ),f x y ，二维 Charlier 矩[8]定义如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

0 0
,

N N
a a

nm n m
x y

A t x t y f x y
− −

= =

= ∑∑                             (1) 

其中，
( ) ( )1a

nt x 和
( ) ( )1a

mt y 分别表示 n 阶和 m 阶标准 Charlier 离散正交多项式。n 阶 Charlier 多项式可用超

几何函数定义如下： 
( ) ( ) ( )1

2 0 , ;; 1 1a
nt x F n x a= − − −                               (2) 
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其中， 

( ) ( ) ( )2 0
0

, ;;
!

k

k k
k

xF a b x a b
k

∞

=

= ∑                                (3) 

( ) ( )( ) ( )1 2 1ka a a a a k= + + + −                            (4) 

有 

( ) ( )1 k
kka a= − −                                    (5) 

因此，n 阶 Charlier 多项式可以写为： 

( ) ( )
( )

1

0

,
0

1 !

n
a k

n k k
k

n

n k k
k

n
t x x

a k

B x

=

=

=
−

=

∑

∑
                               (6) 

其中， 

( ),
1 !

k
n k k

n
B

a k
=

−
                                   (7) 

( )
0

,
k

i
k

i
x s k i x

=

= ∑                                   (8) 

其中， ( ),s k i 表示第一类斯特林数，有以下递归关系： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, 1, 1 1 1, ,   1, 1

,0 0,  0,0 1.

s k i s k i k s k i k i

s k s

= − − − − − ≥ ≥

= =
                   (9) 

离散 Charlier 多项式
( ) ( )1a
nt x 和

( ) ( )1a
mt x ， 0 ,m n≤ ≤ ∞， 1 0a > ，满足以下正交关系： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

0

a a a a
n m n nm

x
w x t x t x ρ δ

∞

=

=∑                       (10) 

其中，
( )1a
nρ 表示平方模， nmδ 表示狄拉克函数，

( ) ( )1aw x 是加权函数，有 

( ) ( )
1

1 1
!

a x
a e aw x

x

−

=                                  (11) 

( )1 !
1

a
n n

n
a

ρ =                                     (12) 

由此，n 阶标准 Charlier 离散正交多项式
( ) ( )1a

nt x 为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

1
1 1

1

a
a a

n n a
n

w x
t x t x

ρ
=                            (13) 

根据公式(6)，(7)，(8)和(13)， ( ) ( )1a
nt x 又可以写成： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1

1
1

0 0
, ,

a n k
a i

n a
k in

w x
t x B k s k i x

ρ = =

= ∑ ∑                      (14) 

可以证明，标准 Charlier 离散正交多项式存在以下递推关系， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 2

a a a
n n nAt x Bt x Ct x− −= +                            (15) 

其中 1A a= − ， 

( )

( ) ( )
2

11 1 ,

11 .
1

aB x n a
n

aC n
n n

= − + −

= −
−

                                (16) 

零阶和一阶 Charlier 多项式为： 

( )

( ) ( )

1
1

0

1 1
1

1

1 ,
!

1 1 .
1 !

a x
a

a x
a

e at x
x

a x e at x
a x

−

− +

=

−
=





                              (17) 

根据以上的递推关系，可以实现 Charlier 基函数的快速计算，从而提高 Charlier 矩的计算速度。 

3. Charlier 矩不变量的快速计算 

3.1. Charlier 矩的平移不变量 

给定图像 ( ),f x y ，为了计算其平移与尺度变换不变量，进行以下的预处理， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
1 21 1, ,a af x y w x w y f x y
−

 =  
                     (18) 

计算预处理后的图像对应用的质心坐标，有 

( )
( )
( )
( )

0

0

,
,

,
,

.
,

xf x y
x

f x y
yf x y

y
f x y

=

=

∑∑
∑∑
∑∑
∑∑

                                (19) 

对应的 Charlier 中心矩为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 1

0 0
0 0
1 1

1 1
0 0

0 0

,

,

N N
a a

nm n m
x y
N N

a a
n m

x y

A t x x t y y f x y

t x x t y y f x y

− −

= =
− −

= =

′ = − −

= − −

∑∑

∑∑



 

                       (20) 

( ) ( )1a
nt x 表示归一化后的 Charlier 多项式： 

( ) ( )
( )

( ) ( )1 1

1

1a a
n na

n

t x t x
ρ

=                                (21) 

运用式子(8)和(14)，又可写为： 

( ) ( )1
,

0

n
a

n n n k k
k

t x B x−
=

= ∑                                (22) 

其中有， 

( )
,

, 1

n n k
n n k a

n

B
B

ρ

−
− =                                    (23) 
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平移 Charlier 多项式 ( ) ( )1
0

a
nt x x− 可以表示为下面可分离形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 , 0

0

n
a a

n n n k n
k

t x x v x t x−
=

− = −∑                          (24) 

有 

( )

( )

, 0

1

, 0 , , 0
0 0,

1
n n k

k k

n n k l n i n k n n il
l in k n k

v x

n k l
B x B v x

lB

−

−

− + − − −
= =− −

−

 − +  
= − − −  

  
∑ ∑

           (25) 

类似地，y 轴方向上的平移 Charlier 多项式可以写成： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 , 0

0

m
a a

m m m s m
s

t y y v x t y−
=

− = −∑                           (26) 

和 

( )

( )

, 0

1

, 0 , , 0
0 0,

1

m m s

s s

m m s r m j m s m m jr
r jm s m s

v y

m s r
B y B v y

B r

−

−

− + − − −
= =− −

−

 − +  
= − − −      

∑ ∑
              (27) 

公式(20)表示的 Charlier 中心距又可以写成： 

( ) ( ), 0 , 0 ,
0 0

n m

nm n n k m m s n k m s
k s

A v x v y A− − − −
= =

′ = − −∑∑                          (28) 

由上可知，Charlier 中心距可以用 Charlier 矩线性表示。根据上述的递推关系，Charlier 矩的平移不

变量可以快速的计算出来。 

3.2. 尺度不变量 

假设原始图像在横轴和纵轴上的尺度因子分别为 a 和 b，则预处理后的图像函数 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

1 21 1, ,a af x y w x w y f x y
−

 =  
 尺度化后的 Charlier 矩为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 1

0 0

1 1
1 1

0 0

,

,

N N
a a

nm n m
x y

N N
a a

n m
x y

A ab t ax t by f x y

ab t ax t by f x y

− −

= =

− −

= =

′′ =

=

∑∑

∑∑



 

                        (30) 

由公式(10)和(23)，我们可以把归一化的多项式写成： 

( ) ( )

( )

( ) ( )

1
,

0

,
0 0

,
0 0 0

,

, ,

n
a

n n n k k
k

n k
i

n n k
k i

n n i b
i i

n n k
i k i

t x B x

B s k i x

B s n k i x C n i x

−
=

−
= =

−

−
= = =

=

=

= − =

∑

∑∑

∑∑ ∑

                       (31) 

其中， 

( ) ( ),
0

, ,
n i

n n k
k

C n i B s n k i
−

−
=

= −∑                               (32) 

因此，横轴方向的尺度化 Charlier 多项式可以表示为： 
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( ) ( ) ( )1

0
,

n
a i i

n
i

t ax C n i a x
=

= ∑                                (33) 

未经过尺度化的多项式和尺度化后的多项式之间的数学关系为： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
, ,

0 0

n n
a an

n k n n k n
k k

t ax a t xγ γ
= =

=∑ ∑ ，                          (34) 

其中， 
, 1,n nγ =  

( )
( )

1
,

,
0

,
,   0 .

,

n k
n n r

n k
r

C n r k
k n

C k k
γ

γ
− −

−

=

− −
= ≤ <∑                         (35) 

类似的，纵轴方向的 Charlier 多项式可以表示为： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
, ,

0 0

m m
a am

m s m m s m
s s

t by b t yγ γ
= =

=∑ ∑                            (36) 

因此，有如下： 

, ,
0 0

1 1
, ,

0 0

n m

nm n k m s nm
k s

n m
n m

n k m s nm
k s

A

a b A

η γ γ

γ γ

= =

+ +

= =

′′=

=

∑∑

∑∑
                            (37) 

通过消除因子 a 和 b，我们可以推导出 Charlier 矩的尺度不变量： 
1

00

,0 0,

,   , 0,1, 2, ,   1, 2,3,
r

nm
nm

n r m r

n m r
η η

φ
η η

+

+ +

= = =                         (38) 

根据(32)、(33)、(35)表示的递推公式，我们可以快速计算出来尺度不变量。由上式可知，尺度不变

量来也可以表示平移不变量，即尺度不变量也可以表示为尺度平移不变量。 

4. 仿真实验 

为了验证本文方法的性能，选择大小为英文字母、汉字“幕”二值图像与“招财猫”及蝴蝶灰度图

像进行了实验仿真，并于最新的图像平移与尺度不变量计算方法-Tchebichef 不变量[9]进行了性能比较。

仿真实验的主要目的是首先测试本文方法计算的平移不变量与尺度不变量的稳定性，其次测试基于上述

不变量的分类性能及对图像噪声干扰的鲁棒性。 

4.1. 平移不变量的稳定性 

实验采用大小为 60 60× 的汉字“幕”和 64 64× 的英文字符“Z”，在 x 与 y 方向进行了平移量为−2
到 2，增量为 1 的平移操作，通过本文方法计算平移不变量，相应结果见表 1 和表 2，可以看出，由本文

方法计算的平移不变量具有很好的稳定性。 

4.2. 尺度不变量 

实验采用大小为128 128× 灰度图像“招财猫”，分别进行了尺度因子为 0.6 到 1.4，增量为 0.2 的尺度变

换，对变换结果利用本文方法计算尺度变换不变量与文献[9]方法计算 Tchebichef 不变量，相应结果见表

3 和表 4，可以看出，由本文方法计算的尺度变换平移不变量具有很好的稳定性，而文献[9]方法计算的

Tchebichef 不变量变化范围较大，说明本文方法具有更好的计算精度与不变表示能力。 
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Table 1. Selected orders of Charlier central moments for an English letter “Z” 
表 1. 英文字符“Z”部分 Charlier 中心矩 

 

2
2

i
j

∆ = −
∆ = −

 
1
2

i
j

∆ = −
∆ = −

 
1
1

i
j

∆ = −
∆ = −

 
0
0

i
j

∆ =
∆ =

 
1
1

i
j

∆ =
∆ =

 
2
2

i
j

∆ =
∆ =

 

20ψ  401.07082 402.89158 401.07082 401.07082 401.07082 401.07082 

02ψ  480.82693 479.89774 480.82693 480.82693 480.82693 480.82693 

21ψ  666.89656 669.68833 666.89656 666.89656 666.89656 666.89656 

12ψ  722.30390 723.41046 722.30390 722.30390 722.30390 722.30390 

30ψ  476.06276 478.78428 476.06276 476.06276 476.06276 476.06276 

03ψ  604.67024 603.29863 604.67024 604.67024 604.67024 604.67024 

 
Table 2. Selected orders of Charlier central moments for a Chinese letter “幕” 
表 2. 汉字“幕”部分 Charlier 中心矩 

 

2
2

i
j

∆ = −
∆ = −

 
2
1

i
j

∆ = −
∆ = −

 
1
1

i
j

∆ = −
∆ = −

 
1

0
i
j

∆ = −
∆ =

 
0
1

i
j

∆ =
∆ =

 
2
2

i
j

∆ =
∆ =

 

20ψ  979.68870 974.13980 982.89549 977.39687 977.75855 979.34989 

02ψ  1033.1864 1036.7779 1035.8423 1039.5638 1037.7183 1027.2964 

21ψ  1557.9146 1552.4218 1561.6946 1556.3197 1554.9388 1553.4436 

12ψ  1594.1952 1594.7600 1597.4277 1598.1656 1595.0396 1585.5860 

30ψ  1164.8134 1156.7273 1168.4153 1160.3794 1160.7488 1164.5483 

03ψ  1245.6679 1251.5537 1248.1471 1254.2098 1250.9622 1236.5141 

 
Table 3. The scale invariant descriptors of Charlier moments for “Fortune Cat” 
表 3. 招财猫 Charlier 矩尺度不变量 

 

Scale 

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 

20ψ  9495.04371 9371.42680 9365.37329 9335.56486 9310.38017 

02ψ  12034.0387 11876.4830 11860.8917 11806.7750 11788.7129 

21ψ  12757.5156 12611.0302 12607.0146 12569.6818 12541.9991 

12ψ  13616.5974 13459.0287 13459.9855 13414.0276 13392.8197 

30ψ  10926.0734 10786.7232 10776.0769 10743.3130 10712.2394 

03ψ  13946.7244 13763.5516 13750.4789 13689.3063 13668.3996 
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Table 4. The scale invariant descriptors of Tchebichef moments for “Fortune Cat” 
表 4. 招财猫 Tchebichef 矩尺度不变量 

 

Scale 

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 

20ψ  15.1957322 26.8063918 41.3923290 59.7420159 81.4111538 

02ψ  19.2891761 33.9719517 52.4218221 75.5562791 103.082012 

21ψ  10.3460797 18.2854908 28.2480322 40.7828456 55.6053873 

12ψ  11.0494524 19.5150548 30.1592498 43.5223601 59.3775296 

30ψ  13.40296 23.6665504 36.5412983 52.7559806 71.8836758 

03ψ  17.1388877 30.1978445 46.6273912 67.2225386 91.7207660 

 

4.3. 分类性能 

实验采用大小为 64 64× 的 26 个英文字符二值图像数据集与蝴蝶灰度图像数据集，进行了平移与尺度

变换不变分类，选用以下的 6 个不变量作为分类特征， 

[ ]20 02 21 12 30 03;  ;  ;  ;  ;  V ψ ψ ψ ψ ψ ψ=                              (39) 

选择欧氏距离作为衡量特征向量的相似性度量，欧氏距离定义为 

( )( ) ( )( )
2

1
,

T
k k

s t sj tj
j

d z z z z
=

= −∑                               (40) 

其中 sz 是未知样本的 T 维特征向量， ( )k
tz 是 k 类的训练向量，选取最近邻分类方法进行分类，性能

测评指标采用分类正确率η，定义如下 

100%η = ×
正确识别的图片

全部的图片
                             (41) 

实验 1：采用 26 个大写字母图像作为训练集，对于训练集中的每幅图像进行平移变换和尺度变换，

尺度因子 { }0.8,0.9,1.0,1.1,1.2a b= = ，平移量为 , 2, 1,0,1, 2i j∆ ∆ = − − ，并对每幅变换后的图像感染密度为

0%~4%，增量为1%的椒盐噪声得到测试集，测试集中的部分图像见图1，应用本文方法计算出的Charlier(C)

与文献[9]方法计算的 Tchebichef(T)不变量进行分类，分类结果见表 5。可以看出，在未感染噪声的情况

下，本文方法可以对所有全部测试图像进行正确分类，而文献[9]的方法正确分类率仅有 37%。随着噪声

感染的密度增加，正确识别率也明显降低，但均显著高于文献[9]的方法，说明本文方法在噪声干扰的情

况下，也能获得一定的识别精度。 

实验 2：采用七张蝴蝶灰度图片作为训练集，对于训练集中的每幅图像进行平移变换和尺度变换，

尺度因子 { }0.8,0.9,1.0,1.1,1.2a b= = ,平移量为 , 2, 1,0,1, 2i j∆ ∆ = − − ，并对每幅变换后的图像感染密度为

0%~4%，增量为1%的椒盐噪声得到测试集，测试集中的部分图像见图2，应用本文方法计算出的Charlier(C)

与文献[9]方法计算的 Tchebichef(T)不变量进行分类，分类结果见表 6。可以看出，对于灰度图像，在未

感染噪声的情况下，本文方法正确识别率显著高于文献[9]的方法。对噪声干扰的鲁棒性也明显好于文献

[9]的方法。 
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Figure 1. Part of the first testing set 
图 1. 实验一部分测试集 

 

 

Figure 2. Part of the second testing set 
图 2. 实验二部分测试集 

 
Table 5. Classification results of uppercase letters 
表 5. 大写字母的分类结果 

噪声密度 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 

T 
C 

0.3718 
1.0 

0.3333 0.3077 0.2949 0.2821 

0.9615 0.8077 0.7308 0.6795 

 
Table 6. Classification results of butterfly images 
表 6. 蝴蝶图片的分类结果 

噪声密度 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 

T 0.4286 0.4286 0.4386 0.3810 0.3810 

C 0.9524 0.9048 0.9048 0.8571 0.8571 
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5. 结论 

本文基于 Charlier 多项式提出了一种新的离散正交矩——Charlier 矩，并给出了 Charlier 矩平移与尺

度不变量的直接计算方法。与现有离散矩的平移与尺度不变量的计算方法相比，具有更好的计算精度。

实验验证了本文方法较现有最新方法在二值图像与灰度图像都具有非常好的稳定性与分类精度，并对噪

声干扰也具有较高的鲁棒性，作为平移与尺度不变特征描述可以应用于数字图像分析与机器视觉的相关

领域。 
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