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摘  要 

由于最大团问题(maximum clique problem, MCP)的复杂性、挑战性，以及在数据挖掘等各个领域的广

泛应用，使得在计算机科学领域求解MCP问题具有非常重要的意义。本文通过介绍最大团问题以及研究

意义，描述了最大团问题的研究现状，指出目前精确性算法和启发式算法解决最大团问题存在的不足，

根据最大团中两两节点间均有边相连的性质提出了基于邻接点求解最大团算法，并论证该算法的正确性

和完整性，最后将此算法应用于包含任意节点求其最大团的问题。 
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Abstract 
The maximum clique problem (MCP) is a significant problem in computer science field because of 
its complexity, challenging and extensive applications in data mining and other fields. This paper 
first briefly introduces the maximum clique problem and its research significance, then describes 
the research status of the maximum clique problem, and points out the deficiencies of the current 
deterministic algorithm and heuristic algorithm to solve the maximum clique problem. An algo-
rithm for solving maximum clique based on adjacent points is presented according to the nature of 
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edge connection between two nodes in the maximum clique. Based on the nature of edge connec-
tion between two nodes in the maximum clique, an algorithm for solving the maximum clique 
based on adjacent points is proposed, and its correctness and integrity are demonstrated. Finally, 
the algorithm is applied to the problem of finding the maximum clique containing any node. 
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1. 引言 

在无向图 G = (V, E)中，团(clique)指图 G 的一个完全子图，完全子图是指在图内节点之间均有边相

连。最大团问题旨在给定的图 G 中找出一个或若干个团，团内所包含的节点数是最多的。最大团问题在

生物信息学、编码理论、计算机视觉、组合拍卖、经济学分析、社会网络分析等实际问题中，存在着广

泛的应用，与最大独立集、最小顶点覆盖、图染色等其他经典的 NP 难度问题也密切相关。 
在已有求解最大团问题的算法中，根据求解方式及结果精确度的不同主要被分为两种：精确性算法

和启发式算法。启发式算法是以牺牲准确性来达到提高求解速度的目的，而精确性算法采用对所有可能

解进行保留的方法，从而保证了所求解为全局最优。虽然在理论的角度上分析，对所有可能解进行保留

验证对比的方法使得精确性算法在时间复杂度上居高不下，但近年来的研究进步使得精确性算法的实际

求解能力得到显著提升。 
本文研究基于邻接点的最大团精确性算法。论文紧紧围绕最大团中两两节点间均有边相连的性质展

开，具体组织结构如下：第二部分介绍关于求解最大团的研究现状：接着对最大团问题相关概念进行介

绍，并由最大团的性质提出一种求解最大团问题的算法及并进行算法示例；然后证明基于邻接点求解最

大团问题的算法具有正确性及完整性；并利用本文所提出的基于邻接点求解最大团的方法实际应用于求

包含任意节点的最大团；最后总结全文并阐述未来工作。 

2. 研究现状 

求解最大团问题在多项式时间内可以转化为其他问题，然而，由于任意图上的最大团问题是一个单

项式时间算法，现有的多项式算法主要集中在一些特殊图上——如处处 h 可断图[1]、循环图[2] [3]、无

爪图[4]等。 
现有的求解最大团问题的算法主要分为两种：精确性算法和启发式算法。最初提出求解最大团问题

时，研究人员的主要研究方向为精确性算法，最早的精确性算法(Exact algorithm)——枚举法于 1957 年由

Hararv 和 Ross 提出[5]，随后 1981 年，Tsouros [6]引进深度优先来解决时间复杂度太高的问题，结果证

明取得了一定的效果，而后来又基于枚举法提出了分支定界法，分支定界法明确只求得图中的最大团，

避免产生冗余的候选最大团，因此采用分支定界法求解最大团的关键在于找到较好的上界、下界以及确

定的分支策略，在很大程度上改善了算法的时间复杂度以及空间质量。 
随着对最大团问题研究的深入以及图规模的增长，精确性算法因其求解时间长效率低，启发式算法

凭借其能够在较短的时间里得到近似解获得研究学者们的青睐，经典的启发式算法包括：蚂蚁算法[7]、
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遗传算法[8]、神经网络[9]、模拟退火[10]和禁忌搜索[11]等。 
但启发式算法得到的结果只是近似解，并不适用于挖掘精确结果的情况。而近年来，精确性算法凭

借其结果完全性、准确性的特点依旧是学者们的主要研究方向之一。2003 年 Tomita 和 Seki 等人提出了

MCQ 算法[12]，MCQ 算法是基于近似顶点染色的分支限界算法，其顶点染色不仅用于团上界值的估计，

分支顶点的排列顺序也依赖于顶点染色的结果。MCQ 采用顺序顶点染色方法，在搜索树的每个节点上对

候选顶点以预先排列好的顺序，逐一为每个顶点分配其能够获得的最小颜色编号。如果染色数上界不能

达到完全剪枝的目的，则所有的候选节点按照其获得的颜色编号由小到大排列(相同颜色编号的顶点排列

在一起)。Tomita 的实验表明，MCQ 在性能上显著地超越了同期最好的其它算法。而后基于 MCQ 算法

改进提出的 MCR 算法[13]也进一步提升了算法的性能，利用 Carraghan 和 Pardalos 提出的退化顺序作为

初始顶点排列顺序。2007 年 Konc 和 Janezic 延续了 MCQ 算法的基本框架，在顶点的排列顺序上进行了

改进[14]。沿着 MCQ、MCR 的算法思路，Tomita 等五位研究者在 2010 年提出了更加高效的 MCS 算法

[15]。MCS 算法引入了 RE-NUMBER 程序，对部分已染色的顶点进行重新调整，以进一步减少分支顶点

数量。2013 年 Li 和 Fang 等提出了 IncMaxCLQ 中，引入了被称为渐进上界的线性时间复杂度上界计算

方法[16]。2015 年 Segunda 等将 MaxSAT 推理的思想融入到 BBMC 算法中，提出了改进的 BBMCX 算法

[17]。与 Li 等人的在 MaxCLQ 中使用的 MaxSAT 推理不同，BBMCX 算法将 MaxSAT 推理限定在最多三

个颜色分类中。Segunda 等把运用 MaxSAT 推理获得的上界称为亚染色数界。实验表明集合了亚染色数

界的 BBMCX 算法，在搜索树大小和执行时间上比其前身 BBMC 算法有了进一步的改进。 

3. 最大团问题及基于邻接点求解最大团算法 

3.1. 最大团问题描述 

给定无向图G = (V, E)，其中V为节点集；E为边集。若 U V⊆ ，且对任意两个节点 u, v U∈ 有 ( )u, v E∈ ，

则称 U 是 G 完全子图。 
团是指图的节点集的一个子集，使得其导出子图为完全子图，如果一个团不是其他任何团的子集，

则称该团为极大团。一个图中含有节点数最多的极大团称为该图的最大团。 
本文是基于邻接点求解最大团问题的，对于邻接点有以下定义：若节点 u 和 v 之间有边相连，则节

点 u 和 v 互为邻接点。表 1 为本文最大团问题所需符号表示。 
 

Table 1. Symbolic representation required for maximum clique problem 
表 1. 最大团问题所需符号表示 

符号 含义 

G 给定所求的图(一般为无向无权图) 

V 图 G 的节点集合 

E 图 G 的边集合 

C 图 G 中的团 

N(v) 节点 v 的邻接节点集合 

IN(v) N(v)与其中各节点邻接点集的交集 

Maximal-Clique[v] 包含节点 v 的极大团集合 

Maximal-Clique[k] 图 G 中含 k 个节点的极大团集合，k 值随循环变化 

Maximum-Clique(G) 图 G 中最大团的集合 
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3.2. 基于邻接点求解最大团问题算法基本思想 

由最大团的性质可知，假设无向图中包含一节点 v，则节点 v 的邻接点可能与节点 v 共同组成最大

团，根据此性质可以提出这么一个想法：v 的所有邻接点集合 ( ) { }i jN v v , , v=   (1 ≤ i ≤ n，n 为图 G 中

的节点数)内存在节点它们之间任意两点之间都存在边相连，那么节点 v 与这些节点组成的图必定在包含

节点 v 的极大团中。 
由于最大团内任意节点之间均有边相连，则可在其中任意一个的邻接点集中找到其他组成最大团的

节点。 
基于以上，提出了一种基于邻接点的基本算法，如算法 1 所示。 
算法 1 基于邻接点求解最大团 
输入：无向图 G = (V, E)。 
输出：Maximum-Clique(G)：图 G 中最大团的。 
变量：Maximal-Clique[k]：图 G 中含 k 个节点的极大团集合，求解过程中存储当前已经得到的极大

团序列。 
步骤： 
1. 对利用邻接矩阵对图 G 中的节点及边信息进行存储。 
2. 将节点 vi 与其邻接点集合 N(vi)中的各节点分别组成 C1，此时 Maximal-Clique[k] = C1 (k = 2)。 
3. 若 N(vi)与其中各节点邻接点集的交集 IN(vi) ≠ ∅，则将 IN(vi)内各节点与对应 C1 分别组成 C2，此

时 Maximal-Clique[k] = C2 (k = 3)，并删除原先较小的 Maximal-Clique[2]。 
4. 重复步骤 3，直到交集 IN(vi) = ∅。 
5. 此时 Maximum-Clique(G) = Maximal-Clique[k]。 

3.3. 算法示例 

图 1 为所需求解最大团的无向图，对图 1 进行步骤 1、2 的操作。 
 

 
Figure 1. Solving undirected graph required 
图 1. 所需求解无向图 

 
根据算法，得到各节点的邻接表，此时得到的极大团如下所示： 
C1 = {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 12), (3, 4), (3, 9), (3, 11), (3, 12), (4, 5), (4, 6), (4, 7), (5, 6), (5, 7), (5, 8), (6, 

7), (7, 8), (8, 9), (8, 10), (9, 10), (9, 12)}。 
第二次递归，判断组成当前 Maximal-Clique[k]各 vi 的 N(vi)中是否存在交集，若存在则加入当前极大

团得到较大的 Maximal-Clique[k]，第二次递归结果图 2 所示： 
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Figure 2. Maximum clique with 3 nodes 
图 2. 包含 3 个节点的极大团 

 
第三次递归，在构成 Maximal-Clique[3]的各节点的 N(vi)中寻找交集，得到图 3 极大团： 

 

 
Figure 3. Maximum clique with 4 nodes 
图 3. 包含 4 个节点的极大团 

 
此时得到的极大团包含节点数最多，即为所求的最大团。 

4. 算法的正确性和完整性 

算法正确性的意义是算法的结果图一定是极大团，且结果图中包含的节点数一定是最多的。算法完

整性的意义是当包含节点数最多的极大团不止一个时，算法所求的结果中一定包含所有的节点最多的极

大团。 
引理 1 对于任意的一个图，算法所求的结果图是团。 
证明 1) 对于任意的一个图 G，经过一次递归后得到结果图 Maximal-Clique[2]，其中的结果图的节点

集一定都包含于图 G 节点集，此时结果图 Maximal-Clique 都为团。 
2) 假设当子图 G 的结果图 Maximal-Clique 为团，根据算法后续递归 Maximal-Clique[k]中的节点都是

图 G 中的节点，并且 Maximal-Clique[k]一定为完全子图。 
综合证明 1)和 2)，根据数学归纳法可以得出——对于任意的一个图，基于邻接点求解的结果图必定

是团。 
引理 2 对于任意的一个图，所得到的团是极大团且一定包含所有的极大团。 
证明在此算法图 G 中的点表示为 v (图中各节点)和 N(v) (各节点的邻接点集)。对于 v，在算法开始

时就需要遍历各节点以获得邻接点集，所以不会存在丢失任意节点的邻接点集。对于 N(v)，各节点都会

通过邻接表存储其邻接点，因此对于任意节点其邻接点都不会丢失。 
上面已经证明，在图 G 中包含任何节点的团中没有遗漏节点，也就是说，得到的团是一个极大团。
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此外，在相应的子图中可以找到包含图中任何节点的团，即它包含了所有的极大团。因此，对于任何一

个图，结果图都是完备的，也就是说，结果图不仅是一个极大团，而且它包含了所有的极大团。 
引理 3 最大团就是在极大团中含有节点数最多的一个或若干个。 
证明极大团是指团内任意节点间均有边相连，且不是任何一个团的子集，而最大团则是含有节点数

最多的完全子图，所以可知含有节点数最多的极大团就是最大团。 
定理 4 基于邻接点求解最大团问题的方法是正确的。 
证明由上述证明首先可知本文提出的算法对于任何求解的无向图，最后得到的结果一定是团。然后

根据算法的遍历过程可知，所求结果一定是极大团，且包含所有的极大团。最后可以证明含有节点数最

多的极大团就是最大团。由此可以证明算法是正确的。 
定理 5 基于邻接点求解最大团问题是完整的。 
证明根据算法的步骤 3 及步骤 4，算法通过遍历当前组成极大团节点的邻接点来找到共同的邻接点，

从而将共同邻接点加入到极大团中组成新的极大团，则可知包含图中任意一个节点的团均可以在对应的

子图中找到，由此可知算法不会遗漏任何极大团，算法求解最大团是完整的。 

5. 求包含任意节点的最大团 

与大多求解最大团的算法相比，本算法的特点是基于节点逐渐加入邻接节点构成极大团，从而得到

最大团，且不会漏掉任何一个极大团，所以算法正确性较高。 
此算法第一步是得到每个节点的邻接链表，由此我们可以提出求解包含任意指定节点的最大团的应

用。应用具体方式方法与本算法的区别只是在开始时就指定任意一个节点，此时定义 Maximal-Clique[v]
表示含有节点 v 的极大团，具体步骤如下： 

1) 得到指定节点 v 的邻接链表 N(v)； 
2) 求 v 邻接链表的各节点的邻接表 N(vi)； 
3) v 与其 N(v)的各节点组成 Maximal-Clique[v-2]； 
4) 判断 ( ) ( )iN v N v∩ ≠ ∅是否成立，若成立则将交集中的节点加入得到 Maximal-Clique[v-3]； 
5) 重复 4)直到 ( ) ( )iN v N v∩ =∅； 
6) 此时包含节点数最多的极大团即是所要求的包含指定节点 v 的最大团。 
以图 1 为例，指定求解包含节点 5 的最大团的过程如下： 
1) 节点 5 的邻接链表 N(5) = {4, 6, 7, 8}； 
2) 得到 N(4) = {3, 5, 6, 7}，N(6) = {5, 6, 7}，N(7) = {4, 5, 6, 8}，N(8) = {5, 7, 9, 10}； 
3) 得到包含节点 5 的 Maximal-Clique[5-2] = {(5, 4), (5, 6), (5, 7), (5, 8)}； 
4) N(5)∩N(4) = {6, 7}，N(5)∩N(6) = {4, 7}，N(5)∩N(7) = {4, 6, 8}，N(5)∩N(8) = {7}。将交集中的

节点加入对应的 Maximal-Clique[5-2]得到新的 Maximal-Clique[5-3]，如图 4 所示。 
 

 
Figure 4. 3-Maximal-clique with node 5 
图 4. 包含节点 5 的 3-极大团 

 
5) 递归最终求得所需的包含节点 5 的最大团，结果为图 5。 
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Figure 5. Maximum clique containing node 5 
图 5. 包含节点 5 的最大团 

6. 总结和未来工作 

本文根据最大团内两两节点间均有边相连的性质，提出了一种求解最大团问题的算法，并将该算法

应用到求解包含任意节点的最大团问题当中。下一步的工作将在本文的基础上，将关联分析中的问题转

化为解决图论中的问题，并将求解最大团问题应用于关联规则挖掘步骤当中。 
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