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Abstract: In this paper, Washout filter is adopted to control Hopf bifurcation in a kind of finance system. The effect of 
its parameters on the position of bifurcation point is discussed in detail. First of all, the Washout filter is introduced in 
this paper. And then the distribution of the equilibrium point of the system is analyzed. After that, the influence of the 
filter’s time constant and the linear gain on the location of bifurcation point is analyzed by adding the Washout filter 
controller, and changing the position of the Hopf bifurcation point by taking different values. Finally, numerical simula-
tions are provided to verify the accuracy and effective of the theoretical analysis. 
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摘  要：本文从独立设计的 Washout 滤波器控制器出发研究了一类金融系统的 Hopf 分岔的控制问题，主要考察

了控制器参数对分岔点位置的影响。文中首先介绍了 Washout 滤波器，然后分析了这个系统的平衡点分布，通

过添加 Washout 滤波器控制器分析了滤波器时间常数与线性控制增益对其 Hopf 分岔点位置的影响，并选取不同

的参数值来改变 Hopf 分岔点的位置，最后通过数值模拟验证理论结果的有效性和正确性。 
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1. 引言 

近些年，Hopf 分岔控制的研究成果已得到了广泛

应用，在机械工程、电子工程、航空航天工程、物理

化学、生物医学、电力工程以及金融等领域，都显示

出非常大的潜力和可观前景。 

经济学中的分岔和混沌现象自 1985 年被首次发

现以来，对当今西方主流经济学派产生了巨大的冲

击，因为经济系统中出现分岔和混沌现象意味着宏观 

经济运动本身具有内在的不稳定性[1-4]。政府虽然可以

采取诸如财经政策或金融政策等宏观调控手段来进

行干预，但是干预的有效性是十分有限的[5,6]，不稳定

性和复杂性使精确的经济预测受到很大限制，合理的

预期行为也变得复杂起来[7,8]。其中，Hopf 分岔现象

的深入研究是当前国际上非线性动力系统的前沿研

究课题,在金融、股票和社会经济领域中由于非线性

因素的相互作用,各种经济问题日趋复杂化与由低维
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向高维的演化过程,系统的内在结构也呈现出多样性

和复杂性，但是，这方面的研究还比较少。因此，有

必要系统地开展对这类复杂经济系统内在结构特征

的研究。通过研究系统的周期解的失稳、Hopf 分岔、

倍周期分岔、Hopf 分岔点的位置，从而揭示复杂现象

发生的原因就变得越来越重要，并可在此基础上，为

对复杂连续经济系统的分析预测与控制提供理论依

据和实际操作的方法。 

本文选取一类金融非线性金融系统作为研究对

象，以 Washout 滤波器为控制器进行系统的 Hopf 分

岔控制。首先我们对 Washout 滤波器做了简单的介绍，

然后基于 Washout 滤波器技术，对系统的 Hopf 分岔

进行控制，之后在控制后的系统中分析滤波器时间常

数与线性控制增益对其 Hopf 分岔位置的影响，分别

选取不同值的来提前或者延迟系统的 Hopf 分岔，甚

至完全消除 Hopf 分岔，最后通过数值模拟验证理论

结果的有效性和准确性。 

2. 滤波器简介 

Washout 滤波器法作为一种扩充的线性或非线性

状态反馈方法，广泛应用于电力、航空航天等工程系

统中。后来基于 Washout 滤波器技术的控制方法具有

易于实现、控制代价小、不改变原系统平衡点位置的

优点，还具有一定的鲁棒性，可用于高维系统和多种

分岔现象的控制，具有方便快速的优点，因此 Washout

滤波器已用于许多的 Hopf 分岔控制中。虽然在施加

滤波器时增加了系统的维数，但现如今大量优秀的数

学软件和计算方法的出现也在一定程度上解决了计

算的困难。 

设一非线性系统 

 ,x f x u                (1) 

其中向量场 f 是依赖于一个甚至多个未知参数的不

确定函数， 为输入量，u x为可测变量。 

经典的 Washout 滤波器是一个稳定的高通滤波

器，其传递函数[9]为 

   
     

1
y s s d

D s
x s s d s d

   
 

      (2) 

其中 为时间常数。当 时 Washout 滤波器工作

状态是稳定的，当 时工作状态是不稳定的，两

者在控制系统中都有所应用。滤波器的状态方程和输

出方程为 

d 0d 

0d 

x d

x d

 
 
 

  


                (3) 

其中， 为 Washout 滤波器状态变量， x为其输入变

量，为其输出变量。系统稳定时，有 0  时， 0  ，

相当于输入信号 x被冲洗掉，因此叫 Washout 滤波器
[10]。 

如果选取 Washout 滤波器为控制器，一般可将

Washout 滤波器设计为如下形式[11] 

 

z x G

y x G

u g y

  


 
 

C

C

 z

z                 (4) 

其中 为输出测量矩阵，G决定控制器的动态特征，

控制函数

C

 g y 可写为 

    , ,u u ,g y g y y g y y y           (5) 

其中，  ,ug y y 表示一个二次多项式，  , ,ug y y y 表

示一个三次多项式。 

3. 系统的陈述和平衡点 

一类金融系统[12]表示如下 

 
21

x z y a

y by x

z x cz

  
   
   






               (6) 

其中 x表示利率，y表示投资需求，z表示价格指数，

为储蓄量， 为单位投资成本， 为商品

需求弹性。 

0a  0b  0c 

通过选择适当的坐标系和变量替换，系统(6)可以

简化为[13] 

 x a x y

y y axz

z b axy

  


  
  





                (7) 

其中 、 b是大于零的参数。 a

系统(7)有两个平衡点 

  0 0 0 0 0 0, , , , ,E x y z E x y z            (8) 

其中 
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0

ab
x

a
 ， 0

ab
y

a
  ， 0

1
z

a
  

4. Hopf 分岔分析及其控制 

系统(7)的特征多项式为 

3 2 0A B C                   (9) 

其中 1A a  ， ， ，根据 Routh- 

Hurwitz 准则，Hopf 分岔产生的条件是 

B ab 22C a b

0A  ， ， ， 0C  0AB C 

 

0

d
0

d
a a

AB C

a



  

即1 0 ，  a  22 0a b 

  21 2a ab a b   0 0b ，         (10) 

取 为分岔参数，条件(10)中的前两个不等式条

件都成立，由条件(10)中的等式可得到：当

a

0 1a a 

时，Hopf 分岔出现。此时，(9)式的特征值为 1 ib  ，

2 ib   ， 3 2   。 

Washout 滤波器控制的受控系统为 

 x a x y

y y axz

z b axy

y d



 

   


   


 
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




             (11) 

状态变量 y作为 Washout 滤波器的输入量，d 为滤波

器时间常数。现取控制器 

   3

1 nk y d k y d              (12) 

1, nk k 分别为线性和非线性控制增益。 

由于 Washout 滤波器不改变原系统的平衡点，此

时系统(11)的平衡点为 

 
 

0 0 0 0

0 0 0 0

, , ,

, , ,

E x y z y d
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





   
        (13) 

下面我们只考虑平衡点  0 0 0 0, , ,E x y z y d 。作变换 

1 0 1 0

1 0 1 0

,

,

x x x y y y

z z z y d 
   

   
        (14) 

使得平衡点移到原点，上式整理代入受控系统(11)中

可得 

 1 1A f

其中 
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    (16) 

此时，系统(15)的平衡点为原点，设矩阵 A 的特征多

项式为 

  4 3 2
1 2 3L 4                  (17) 

其中 
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由 Routh-Hurwitz 判据知，当以下条件 

1
1 1 2

3 2

1

3 3 2 1 4 4 3

4 3

1
0, 0

1 0

0 0

0




 


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 

     

     ， 

      (19) 

当全部满足时，平衡点 E 是稳定的，不满足时，平衡

点 E 是不稳定的。参数空间中所有满足稳定条件的点

就构成了稳定域。当参数在稳定域中选取时，平衡点

是稳定的。稳定域边界由两部分组成： 

1) 静态分岔必要条件： 

4 0, 0, 1,2,3i i      

2) 动态分岔必要条件： 

3 0, 0, 1,2,4i i      

结合 Hopf 分岔定理可知，在边界(2)上特征方程

有一对纯虚根，而其他特征根实部均小于零，因此也

可称其为 Hopf 分岔边界[14]。 1                  (15) 
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下面讨论控制器线性增益 对Hopf分岔的影响。

已知 是原系统(7)产生 Hopf 分岔所对应的参数值，

假设

1k

0a

Ha 为受控系统的分岔临界值，将受控系统的分岔

临界值 Ha 原系统的分岔参数值 a 进行比较，当

时，有 0 ，可使 Hopf 分岔提前； 0

与

当

0

1k  0 Ha a 1k 

时， 0a ，则可使 Hopf 分岔延后。如果 1k 的值

可以取足够的小，那么系统在此时将不会发生 Hopf

分岔[15

有 Ha

]。 

在实际的控制器设计中，选择合适的 和 的

值，可以得到我们所期望的分岔临界值

1k d

Ha 下面我们

取 b  ，令 d  1k 由 3 我

们可以得到受控系统产生分岔的临界值 

，这意味着控制器使系统的 Hopf 分岔

延后。同样，我们保持 不变，令 d ， k

。



1

5

2.349Ha 

时 ，0.5

0a

0.5 0  

b 

，

1

0 ，

1 0  ，

由 ，我们可以得到受控系统产生分岔的临界值

，这意味着控制器使系统的 Hopf 分岔

提前。 

3 0 

0.455Ha  0a

5. 数值模拟 

对于控制前的系统(7)，分岔参数 取不同的值

时，对应的相图相应的发生了改变。由图 1 和图 2 可

以看出，当 a a 时，系统出现不动点，即不发

生 Hopf 分岔；如图 3 和图 4 所示，当 a a ，

产生 Hopf 分岔，验证了本文第四部分关于原系统产

生 Hopf 分岔的结论。其中，由图 4 我们可以看出此

时的极限环是一个稳定的极限环，从经济学的角度可

以看出此金融系统的宏观经济运动具有内在的不稳

定性，需要改变 Hopf 分岔位置来达到合理的预期。 

a

00.38 

01  时

 

 

Figure 1. a = 0.38, the time series of y(t) 
图 1. a = 0.38 时，y(t)变化历程图 

系统(7)控制后，即在系统(11)中，取 。图 5~7

中紫色实线表示的是

5b 

1 0  ，红色点线表示的是

2 0  ，蓝色虚线表示的是 ，从下面三图比较

可以得出，随着时间常数 值的增大稳定域在逐渐减

小。 

3

d

0 

 

 

Figure 2. a = 0.38, stable fixed point 
图 2. a = 0.38 时，不动点稳定图 

 

 

Figure 3. a = 1, the time series of y(t) 
图 3. a = 1 时，y(t)变化历程图 

 

 

Figure 4. a = 1, limit cycle 
图 4. a = 1 时，极限环 
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6. 结论 

本文基于 Washout 滤波器，对一类金融系统进行

了 Hopf 分岔分析。文中提出系统中各参数不合适的

组合是引起经济系统出现失控的根源,它有可能使系

统陷于停滞僵化的状态。因此,本文通过添加 Washout

滤波器控制器,分析滤波器时间常数 与线性控制增

益 对分岔点位置的影响，并选取不同的参数值来改

变 Hopf 分岔点的位置，可以得到合理的预期，推迟

像通货膨胀、经济萧条等类似的经济现象，从而有利

于金融系统的正常运转。 

d

1k

Figure 5. d = 0.5, the stability domain of parameter flat (a,k1) 
图 5. d = 0.5 时参数平面(a,k1)的稳定域 
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