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Abstract 
This paper studies the synchronization of fractional-order delay chaotic systems. By the stability 
theorem of fractional-order linear delay systems, a sufficient condition for the global asymptotic 
stability of fractional time-delay systems is proposed. Combined with the new theory and the cha-
racteristics of the chaotic system, a linear controller is designed. Only one state variable needs to 
be transmitted to achieve the synchronization of the fractional-delay Chen chaotic system, and a 
secure communication is designed. 
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摘  要 

本文研究了分数阶时滞混沌系统的同步。通过分数阶线性延迟系统的稳定性定理，提出了分数阶时滞系
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统全局渐近稳定的充分条件。结合新理论和混沌系统的特征，设计了一种线性控制器，只需要传递一个

状态量来实现分数阶时滞Chen混沌系统的同步，并设计了一种安全性更好的分数阶混沌保密通信方案。 
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1. 引言 

分数阶微积分被认为是传统的整数阶微积分的推广。近年来，它成为一种非常有用的工具来描述各

种系统的演变。在许多情况下，用分数阶描述系统比采用整数阶描述更加充分、精确。目前，分数阶微

积分被广泛应用于物理，控制工程和信号处理等各个领域[1]-[6]。许多研究人员广泛研究了分数阶动力系

统的问题，并提出了一些重要的结果[7]-[13]。近来，研究分数阶混沌系统已成为一个积极的研究领域。

许多研究人员研究了分数阶混沌系统的控制和同步。已经提出了一些实现混沌稳定性或同步性的方法，

如 PC 方法，耦合方法[14] [15]，非线性状态观测器方法[16] [17]，自适应控制[18] [19] [20]，主动控制方

法[21]，滑模控制[22] [23]和投影同步[24]。值得指出的是，这些关于分数阶混沌系统的同步的论文主要

是无时滞的，或者这些论文中提出的控制器是非线性反馈。在实际工程过程中，许多系统经常遇到时间

延迟。对于动态系统，时滞通常会导致系统不稳定并降低系统性能。混沌系统的稳定性通常是某些应用

的先决条件。因此，在混沌系统的实际应用中，时滞模型更为普遍。同时，线性反馈控制特别有吸引力，

由于其简单的配置和实现，已经被普遍应用于实际之中。在本文中，通过比较定理和一类分数阶线性延

迟系统的稳定性定理，得到了分数阶时滞混沌系统的全局渐近稳定的充分条件。基于该理论和混沌系统

的特点，设计了一种线性反馈控制器，实现了分数阶时滞混沌系统的同步，并设计了一种安全性更好的

分数阶混沌保密通信方案。 

2. 预备知识 

定义 2.1. 阶次为 α的函数 x(t)的 Caputo 微分定义为 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
0 0 1

1 d , 1
n

tC
t t nt

x
D x t n n

n t
α

α

τ
τ α

α τ − += − < ≤
Γ − −

∫                        (1) 

引理 2.1. ([25])设 ( ) nx t R∈ 为可微向量函数。则对于 0t t≥ 和 ( )0,1α ∈ 有 
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C C
t t t tD x t x t x t D x tα α≤                                (2) 

引理 2.2. [26]设连续可微函数 ( ) 1V x R∈ 为 ( ) nx t R∈ 的 Lyapunov 函数，并且满足 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) [ ]

0 , 0 1

0, ,0 ,

C
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其中 0 1α< < ， 0τ > 为时滞时间 h(t)在时间区间 [ ],0τ− 连续。如果 0a b> > ，那么 ( )( )lim 0
t

V x t
→∞

= 。 
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Theorem 2.1. 考虑如下分数阶时滞系统： 

( ) ( ) ( )( )0 ,C
tD x t f x t x tα τ= −                                   (4) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, ( , , n

nx t x t x t x t R= ∈ 和 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , n

nx t x t x t x t Rτ τ τ τ− = − − − ∈ 分别是状态向

量和时滞状态向量， 0τ > 是时滞； ( )( ) nf x t R∈ 是非线性向量，0 1α< < 。如果存在两个常数 0m > 和 0c >
且 
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0

d d
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D x t x t m x s x s s cx t x t
t
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+ ≤ −∫                        (5) 

那么分数阶时滞系统(4)渐进稳定，即 ( )lim 0
t

x t
→∞

= . 
证明：因为 
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所以由(5)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T
0
C

tD x t x t c m x t x t mx t x tα τ τ≤ − + + − −                    (6) 

设 ( )( ) ( ) ( )TV x t x t x t= ，则式(6)变为 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )0
C

tD V x t c m V x t mV x tα τ≤ − + + −  

常数 0m > 和 0c > ，有 0m c m+ > > ，根据引理 2.2， ( ) ( ) ( )( )Tlim lim 0
t t

x t x t V x t
→∞ →∞

= = ，即 ( )lim 0
t

x t
→∞

= 。 

3. 分数阶时滞混沌系统的线性同步 

考虑分数阶 Chen 时滞混沌系统 

( ) ( )( ) ( )
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                        (7) 

当 35, 3, 28, 0.3, 1a b c r τ= = = = = 和 0.86 1α< ≤ ，系统(7)的动力学行为是混沌的。当 0.93α = 时，最

大 Lyapunov 指数为 0.9366，吸引子如图 1 所示。 
系统(7)为驱动系统，具有单一状态参量的控制器的响应系统为 
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定义系统同步误差 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 3 3 3, ,e t y t x t e t y t x t e t y t x t= − = − = − ，选取控制器为 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2,u t ae t u t le t= − = − 。当选取 l > 31.5 时，系统(8)与(7)渐进同步。 
证明：由系统(8)和(7)可得误差系统 
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Figure 1. Attractors of fractional-order Chen chaotic system with time-delay ( 35, 3, 28, 0.3, 0.93, 1a b c r α τ= = = = = = ) 
图 1. 分数阶 Chen 时滞混沌系统的吸引子( 35, 3, 28, 0.3, 0.93, 1a b c r α τ= = = = = = ) 
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由于混沌的有界性，存在一个正常数 M，满足 2 3,x M x M≤ ≤ ，所以 
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其中 ( )min Pλ 是正定矩阵 P 的最小特征值.根据 Theorem 2.1，系统(8)和(7)同步。图 2 为 l = 32 时，系统的

同步误差。 

4. 分数阶时滞混沌系统的线性同步在保密通信中的应用 

保密通信数学模型： 
发射系统： 
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Figure 2. Synchronization errors evolution of systems (8) and (7) 
图 2. 系统(8)和(7)的同步误差演变 
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发射信号： ( ) ( )1s x t m t= + 和 ( )2x t  
接收系统： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1 2 1 1 1

0 2 1 1 3 2 2

0 3 1 2 3

C
t

C
t

C
t

D y a y t y t ry t u t

D y c a y t y t y t cy t u t

D y y t y t by t

α

α

α

τ= − − − +

= − − + +

= −

                    (11) 

控制器为 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2 2 2 2,u t a y t x t u t l y t x t= − − = − −  

恢复信号为 ( ) ( )1m t s y t′ = − 。 
选择 35, 3, 28, 0.3, 1a b c r τ= = = = = 和 0.93, 32lα = = ，信息信号 ( ) 3sin 2πm t t= ，对所提出的通信方

案进行数值模拟，结果如图 3 所示；我们搭建电路进行模拟，结果如图 4 所示。 

5. 结论 

本文研究了分数阶时滞混沌系统的混沌同步和和在保密通信中的应用问题。基于非线性时滞系统的

一个特殊定理，导出了分数阶时滞混沌系统的线性反馈。可以看出，该方法可应用于其他分数阶时滞混

沌系统，也可以导出线性控制器。基于比较定理和一类分数阶线性延迟系统的稳定性定理，得到了分数

阶时滞混沌系统的全局渐近稳定的充分条件。并用该理论和混沌系统的特点，设计了一种线性反馈控制

器，实现了分数阶时滞混沌系统的同步，设计了一种安全性更好的分数阶混沌保密通信方案。 
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(a)                                                       (b) 

Figure 3. Simulation results of the communication scheme. (a) is the recovered signal, and (b) is the error between the orig-
inal signal and the recovered signal 
图 3. 通信方案模拟结果(a)为恢复信号，(b)为原信号与恢复信号之间的误差 
 

 
Figure 4. Circuit simulation results-the recovered signal ( ) ( )1m t s y t′ = −  

图 4. 电路模拟结果-恢复的信号 ( ) ( )1m t s y t′ = −  
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