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摘  要 

本文对多节链式Pendubot进行可控度研究。推导了三种可控度计算方法，排除了计算结果有误的部分算

法，计算出1~6节Pendubot可控度指标。研究表明，在多节链式结构中，随着欠驱动的自由度逐一增加，

系统可控程度不仅明显减小，而且衰减程度也不断增大。同时本文利用可控度分析对比了不同自由度的

欠驱动环节对整体系统可控度的影响，从可控度角度解释了多节Pendubot难于控制的原因。 
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Abstract 
This paper studied the controllability of multi-link Pendubot. Derived three controllability index, 
and excluded the incorrect parts. This paper calculated the controllability index of Pendubot in 
Link 1~6. The results show that with the number of the degree of underactuated freedom in-
creased, the controllability of the system decreases obviously and the attenuation degree increas-
es. Besides, this paper used the controllability index to compare the influence of different degrees 
of underactuated freedom on the system controllability, and explains the reason why the Mul-
ti-Link Pendubot is difficult to control. 
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1. 引言 

“Pendubot”由“Pendulum”与“Robot”组合而成，其融合了倒立摆与机器人的结构，具有多自由

度、非线性、强耦合、欠驱动的特性。Pendubot 是由连接在直流力矩电机转轴上的驱动臂和能自由旋转

的摆杆构成，如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Multi-link Pendubot 
图 1. 多节链式 Pendubot 

 

Pendubot 属于串联多节链式结构，不同摆杆之间通过头尾节点相互连接，并且可以绕着节点自由转

动，类似锁链。该结构的特点是系统自由度数量就是结构基本环节的数量。Pendubot 只有电机驱动一个

输入，因此不和电机直接相连的摆杆都是欠驱动的。 
根据控制领域研究 Pendubot 系统所得的规律，系统欠驱动的自由度的数量愈大，系统的可控程度越

低。然而，目前控制领域的研究成果中并没有直观的数据或计算公式去量化描述 Pendubot 的可控度与欠

驱动自由度数量的关系。因此本文提出使用可控度指标量化描述该关系。 
目前控制领域在获取被控系统的可控度指标方面有两种主要方案： 
第一是将研究对象的特性与推导过程相结合，这些指标的准确率更高，但泛用性不强，目前研究领

域多采用该种方式，例如晏加元 [1]等人在双线性系统中融入了图论思想进行模型推导，Anand  [2]的团队

则依据神经网络动力系统的离散特性，将推导重心放在了系统在不同模态下的能量需求上。 
第二是先推导几个常用的可控度指标，用不同指标计算研究对象的可控度，然后使用仿真实验进行

验证，通过分析对比的方式挑选准确度最高的指标。该方法获取的指标虽然描述可控度的准确率相对较

低，但是可以推广应用在与研究对象具有相似结构的系统上，泛用性更强。大多数倒立摆系统的欠驱动

部件也属于多节链式结构。因此，本文以 Pendubot 为研究对象，推导并归纳能够量化描述具有多节链式
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结构的倒立摆系统的可控度的指标。 

2. Pendubot 建模与可控度推导 

本文推导了三种可控度指标，分别是基于格莱姆矩阵的可控度、模态可控度、状态范数可控度。基

于格莱姆矩阵的有三种计算方法。三种指标的计算出来的系统可控度数值越大，代表系统可控程度越高。 
首先对 N 节 Pendubot 进行数学建模。 

2.1. Pendubot 数学建模 

假设 Pendubot 系统部件均为刚体，设驱动电机的轴心为原点，摆杆所位于的竖直平面为坐标面，建

立图 2 所示的笛卡尔坐标系。 
 

 
Figure 2. N-link Pendubot 
图 2. N 节 Pendubot 

 

变量定义见表 1。 
 
Table 1. Pendubot variable definition 
表 1. Pendubot 变量定义表 

变量 物理意义 单位 

M  驱动电机的力矩 Nm 

im  摆杆 i 的质量 Kg 

iL  摆杆 i 的长度 m 

il  iO 到 iG 的长度 m 

if  摆杆 i 绕 iO 转动的摩擦阻力矩系数 N/m·s 

iO  摆杆 i 与摆杆 i − 1 的连接点 / 

iG  摆杆 i 的质心 / 

iJ  摆杆 i 质心的转动惯量 Kg·m2 

iθ  摆杆 i 与 y 轴正向的夹角 rad 

iθ  摆杆 i 的旋转角速度 rad/s 

 

那么系统的运动学关系满足公式组 1。 
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由于本次主要研究系统稳定控制情况下的可控度，因此可以利用平衡位置状态对上述系数矩阵进行线性

化处理 [3]。在平衡位置有 0iθ = ，那么令： 
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可以得到公式组 3  [4]： 
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选取状态变量 [ ]T1 2 Nz θ θ θ=  ，状态 [ ]T,X z z=  ，N 节 Pendubot 的数学模型为公式 4 所示。其中 NI
为 N 阶单位阵， [ ]T0 1,0, ,0H =  。 

1 1 1
1 2 1 3 1 0

0 0NI
X X M

H H H H H H− − −

   
= +   
   

                            (4) 

2.2. 基于格莱姆矩阵的可控度 

该指标的原理是，对于给定的初始状态，如果将系统控制回原点所需的能力越小，说明系统越容易

控制，可控程度越高。 
对于一般的线性时变系统，其状态方程如下。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t A t x t B t u t

y t C t x t

 = +


=



                                (5) 

系统的第二类可控矩阵为： 
1, , , n

cQ B AB A B− =                                    (6) 
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设系统初始状态 ( )0 0x t x= 。若系统在时域 [ ]0 1,t t 内完全可控，将系统从初始状态 0x 控制到目标状态

( )1 0x t = 所需要的最小能量为： 

( ) ( )0

1

2
1 0 0, , min d

t

tu
E t t x u τ τ= ∫                               (7) 

上述公式若想计算具体数值需要获取系统的初始状态与时域区间，因此需要进行一般化处理。本文

采用初始状态球面 0 0 1x x = 来代替系统的初始状态 [5]。在初始状态球面任意取一点，可以计算该点控制

到初始状态所需的最小能量，那么对于整个球面，可以计算出系统在不同初始状态下的达成稳定所需最

小能量的集合，使用该集合元素的平均值或最大值可以间接描述系统的控制难度。同时使用系统的第二

类可控矩阵，能够将公式改为与时域无关的形式。 
基于上述理论，我们可以得到指标的三种计算方法，见公式组 8： 

( )
( ){ } ( )T T

1 min 2 31T
, , detn

g c c g g c c

c c

nQ Q Q Q
tr Q Q

ρ λ ρ ρ
−

= = =                    (8) 

其中 1gρ 代表所需最小能量集合的最大值； 2gρ 代表最小能量集合的平均值； 3gρ 代表限定最大控制能量 

的前提下，能够达成稳定控制的初始状态球面的最大体积。 
基于格拉姆矩阵的可控度指标计算步骤少，物理意义明确，限制条件少，适用于绝大多数控制系统。 

2.3. 模型模态可控度 

模态可控度的核心原理是 PBH 检验，即，若系数矩阵 B 的任意一列与矩阵 A 的转置关于第 i 个模态

的特征向量 iq 不垂直，那么系统的第 i 个模态可控。该指标仅适用于系统矩阵没有重复特征根的情况 [6]，
同时若系统可控度最小的模态对系统输出的影响占比极小，那么这个指标将没有实际参考意义。 

系统系数矩阵 A 的转置与特征向量的关系可以见公式 9。 

T , 1,2, ,i i iA q q i nλ= =                                   (9) 

其中 iλ 为 TA 的第 i 个特征根。 

若系统不存在重根情况，矩阵 TA 的所有特征向量的方向 i
i

i

q
q

η = 都是唯一的 [7]，那么系统第 i 个模 

态的可控度可以由公式 10 表示。 

2i iu f=                                       (10) 

其中有 

T
i

i
i

q Bf
q

=                                       (11) 

如此便能够得到系统的模态可控度序列，此时可以用该序列的最小值描述系统的可控度，因此模态可控

度的计算方法如公式 12 所示。 

{ }1 2min , , ,m nu u uρ =                                  (12) 

模态可控度的计算相对简单，可以有效反映系统在不同模态下的可控程度，能在实际研究中更好地制定

针对性的控制策略。 
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2.4. 状态范数可控度 

状态范数可控度基于时间最优控制问题提出 [8]，需要获得系统的精确恢复域，然而在实际中很难得

到精确结果，因此需要通过特殊方法进行结果估计。该指标主要针对一些特殊系统。 
状态范数可控度需要计算系统输入受限情况下，在恢复时间 T 内度量系统可恢复的状态集合。设线

性时不变系统的输入为 [ ], mu U a b∈ = 。那么以最常见的能量控制器为例，给定能量约束 E，此时系统在

时间 T 内的恢复域的定义为： 

( ) ( ) ( ) [ ] ( )T
0

10 , 0, , d , 0
2

s.t.
T

R T x u t t T u u t xE T = = ∃ ∈ ≤ 
 ∫                   (13) 

对应的状态范数可控度同公式 14，为： 

( ) ( )
( )

20
min 0s x R T

xρ
∉

=                                    (14) 

该公式的基本原理与基于格拉姆矩阵的可控度一致，只不过两者度量的具体指标不同。 

3. 可控度验证计算 

本节对推导指标在 Pendubot 上应用的准确率进行验证，假设 Pendubot 的每节摆杆为均质长方体金属

杆，且每节摆杆的物理参数一致，摆杆节点摩擦系数不是本次研究重点，使用固定数值。本节研究计算

中每节摆杆宽 0.015 m，高 0.01 m，密度为 3583.34 Kg/m3，节点摩擦系数为 0.0002 N/m·s。 
改变系统的摆杆数量，即欠驱动的自由度数量，利用指标计算不同节次 Pendubot 的可控度，观察可

控度计算结果随节次大小的变化趋势是否与事实相符合。之后保持 Pendubot 摆杆数量不变，改变 Pendubot
每节摆杆的长度，使用同样的计算方法进行进一步的验证。 

3.1. 节次变化的计算验证 

取 1~5 节 Pendubot，令每节摆杆的长度为 0.3 m，计算其状态方程，使用上一节的可控度指标对每个

系统进行可控度估计。可控度计算结果如表 2 所示。 
 
Table 2. Result of change number of Pendubot link 
表 2. 节次变化可控度计算结果 

系统节次 1gρ  2gρ  3gρ  mρ  sρ  

1 1.10 × 105 1.36 × 105 1.39 × 104 3.03 × 101 7.67 × 100 

2 1.46 × 102 3.79 × 102 1.27 × 106 7.19 × 100 6.79 × 10−2 

3 1.90 × 101 6.70 × 101 6.35 × 108 3.64 × 100 3.14 × 10−3 

4 −4.01 × 103 2.00 × 101 4.73 × 1011 2.25 × 100 1.61 × 10−4 

5 −3.02 × 106 8.00 × 100 4.51 × 1014 1.55 × 100 3.95 × 10−7 

 
指标 3gρ ，所有结果都显示，随着系统节次增加，系统的可控程度不断减小。 

接下来使用 Simulink 仿真进行验证。验证思路为，利用 LQR 控制器进行收敛控制，计算出的矩阵 Q
中分配给角度状态的权重大小代表了系统的控制难度，也间接描述了系统的稳定控制可控程度。Simulink
电路图见图 3。 
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Figure 3.Simulink simulation experiment diagram 
图 3. Simulink 仿真实验图 

 

取反馈输入阈值为 1.07，控制结果见图 4。 
 

 
Figure 4. Q matrix result of the change Pendubot Link 
图 4. 节次变化实验 Q 矩阵权重结果 

 

从图中看出，随着系统欠驱动自由度数量不断增加，Q 矩阵分配给角度状态的权重呈指数级增加， 
说明系统控制难度不断增加，可控程度不断减小，与除指标 3gρ 外的计算结果一致。 

3.2. 摆杆长度变化的计算验证 

取三节 Pendubot，令一至三节摆杆的长度相同，从 0.2 m 到 1 m 之间以 0.2 m 的差距取 5 组数据进行

计算，其结果见表 3。 
 
Table 3. Result of change length of pendulum bar 
表 3. 摆杆长度变化可控度计算结果 

摆杆长度 
单位：m 1gρ  2gρ  3gρ  mρ  sρ  

0.2 1.20 × 102 5.68 × 102 1.40 × 1010 7.79 × 100 1.55 × 10−3 

0.4 3.74 × 100 1.22 × 101 6.46 × 107 1.75 × 100 1.41 × 10−3 

0.6 3.49 × 10−1 1.08 × 100 2.54 × 106 0.62 × 100 2.38 × 10−4 

0.8 6.32 × 10−2 1.91 × 10−1 2.54 × 105 0.29 × 100 3.61 × 10−4 

1.0 1.66 × 10−2 5.02 × 10−2 4.27 × 104 0.16 × 100 2.20 × 10−4 
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除指标 sρ ，所有结果都显示，对于每节摆杆参数相同的 Pendubot，随着每节摆杆长度的增加，系统

的可控程度越低。 
同样使用基于 LQR 控制器进行收敛控制，令输入最大幅值为 1.2，结果见图 5。 

 

 
Figure 5. Q matrix result of the changelength of pendulum bar 
图 5. 摆杆长度变化实验 Q 矩阵权重结果 

 

由图得，理想条件下，Pendubot 系统稳定控制难度随着单节摆杆长度的增加而增大。与上述部分指

标计算结果一致。 

3.3. 结论总结与指标选取 

经两次验证可得，指 1gρ 、 3gρ 、 sρ 的计算与事实有出入，经深入探究，误差存在的原因分别为：系 

统系数矩阵维度过高、不同状态的参数数值过于接近、无法精确测定系统恢复时间。 
结合多节链式结构多阶次、参数可调节、恢复域难以界定的特性，对 Pendubot 以及同样具有多节链 

式结构的系统，使用指标 2gρ 、 mρ 来计算可控度更加合适。 

4. Pendubot 系统的可控度研究 

获得合适的可控度指标后，可以通过数学计算去研究 Pendubot 欠驱动的自由度的数量变化对系统整

体可控度的影响。 

4.1. 欠驱动的自由度 

对于一个控制系统的自由度，可以由是否被输入直接控制划分为驱动自由度与欠驱动的自由度。以

本文研究的 Pendubot 为例，系统只有电机驱动一个输入，因此除了电机直接驱动的摆杆以外的摆杆都是

欠驱动的。若 Pendubot 的自由度数量为 N，那么系统欠驱动的自由度的数量就是(N − 1)。 

4.2. 欠驱动自由度对系统可控度衰减度的影响 

通过上一节研究可知，随着欠驱动自由度数量的增加，系统可控程度不断减小。这一小节主要研究

系统可控程度的衰减速度与系统所含欠驱动自由度数量的关系，而描述衰减速度的数据选用的是当前

Pendubot 的可控度和与当前系统参数相同的、比当前系统少一个欠驱动自由度的 Pendubot 的可控度的比

值。 
取 2~6 节 Pendubot，令所有系统每节摆杆长度 0.3 m，计算每个系统与小一个节次的系统的可控度的

比值，计算结果如图 6 所示。 
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Figure 6. Result of Pendubot controllability attenuation degree 
图 6. Pendubot 可控度衰减程度计算结果 

 

图中显示，不断增加 Pendubot 的摆杆数量，即不断提高系统欠驱动的自由度数量，系统可控度的衰

减幅度在不断增加，这反映了随着欠驱动自由度数量的提升，系统的可控程度不仅在不断减小，其减小

的速度也在不断提升。这一数据结果反映出，随着 Pendubot 系统的摆杆数量增加，实现系统稳定控制的

控制难度在不断向着难度更高的状态变化，同时这一变化的幅度也随着系统欠驱动自由度的数量增加而

增大。因此对于实际的 Pendubot 或其它倒立摆系统控制课题中，摆杆数量的提升会极大地提高控制成本，

从而进一步证明了成本估计在该类课题中地重要性；同时对于同样具有类似多节链式结构的系统，若链

式环节的数量过多，那么实现系统的收敛控制在硬件环境下将失去研究意义。 

4.3. 不同自由度的欠驱动环节对系统可控度的影响 

同样令每节摆杆长度为 0.3 m，计算 2~6 节 Pendubot 与无欠驱动环节的、只有一节驱动臂的 Pendubot
的可控度比值。结果如图 7 所示。 
 

 
Figure 7. Influence of underactuated link 
图 7. 欠驱动环节影响程度 

 

图中显示，若多节链式结构的欠驱动部件自由度数量越多，那么系统整体的可控度更小。该现象反
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映出，被控系统的欠驱动环节对系统的可控度存在着负面作用，同时作用程度与欠驱动环节的自由度数

量呈显著正相关关系。那么此处可以作一个初步定义，即对于多节链式结构的欠驱动环节，其自由度数

量越多，系统的“欠驱动的程度”也更高。综上所述，对于欠驱动环节可解耦的系统，可以用该环节的

自由度数量来间接描述系统的欠驱动程度。 

5. 结论 

本文推导了多个可控度指标，并以 Pendubot 系统为例，分析比较了不同指标描述含有多节链式结构

的控制系统的可控度的准确度，进而归纳选取了最能准确量化描述该类系统可控度的指标。同时通过数

据计算，从数值角度证明了，随着多节链式 Pendubot 欠驱动的自由度数量不断增加，其可控度衰减速度

越来越快，同时欠驱动环节对系统整体的负面作用也更大。最后使用该指标对控制系统的“欠驱动度”

进行了初步的数值描述。 
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