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摘  要 

本文利用Bell多项式的维数定义，给出了与超Bell多项式等价的显式公式。它的逆关系也是最简单的2-循环

级数的Taylor公式。利用给出的结论，解决了普通（局部）Bell多项式B_(n,k) (x_1,x_2,⋯,x_(n-k+1) )的计算

问题。 

关键词 

普通（局部）Bell 多项式；二次 Bell 多项式；超 Bell 多项式；二次线性 Bell 多项式 

1 引言 

E.T. Bell 最初引入了三类 Bell 多项式（最初统称为指数多项式 Exponential polynomials）是为了转化多项

式的高次求导过程为代数计算[1]，它也是复合函数求导计算的一种标准工具。在其后的近一个世纪，Bell 多项式

的研究吸引了众多离散数学的研究工作者。1974 年，文献 [2] 利用下面的公式对 k 为有限正整数的指数型 Bell

多项式（本文称为局部 Bell 多项式1）Bn,k ≡ Bn,k(x1, x2, ⋯ , xn−k+1)做出了定义2： 

                                                           
1 现代的文献不区分 k 为有限整数还是无穷大，统称指数型 Bell 多项式（Exponential polynomials）为普通 Bell 多项式；但两者的性质
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它的显式表达式为： 

Bn,k =  
n!

k1! k2! ⋯ kn !
 

x1

1!
 

k1

 
x2

2!
 

k2

⋯ 
xn

n!
 

kn

                                              

π n,k 

⑴ 

式中求和符号π n, k 表示ki过所有满足条件： 

 
k1 + k2 + ⋯ + kn = k

k1 + 2k2 + ⋯ + nkn = n
     

的非负整数。 

虽然(1)式给出了局部 Bell 多项式Bn,k(x1 , x2, ⋯ , xn−k+1)的显式求和公式，然而在其后的几十年中，它的求

和计算并不顺利。进而言之，尽管文献[3]利用得到的公式 

Bn,k+1 =      ⋯   
n

α1

 

αk−1−1

αk =1

α1−1

α2=k−1

n−1

α1=k

 
α1

α2

 ⋯ 
αk−1

αk

 ∙ xn−α1
xα1−α2

⋯ xαk−1−αk
xαk

 

 

(n ≥ k + 1, k = 1,2, ⋯ ) 

和程序 Mathematica 6.0（Wolfram Research）计算出了一些Bn,k的计算结果，但这种方法也不是简单的。本

文给出的定理 1 极大的简化了文献[3]的计算过程，使得Bn,k的求解过程成为了一种简单的数值运算。 

顺便说，在由“映射”元素组成的集合中，即使只有三个元素的集合也有许多种不同的拓扑，进而形成多

种形式的拓扑空间。在文献 [4]“Pythagorean 方程和特殊的 M 角数——勾股定理离散性质的推广和应用”中，

我们建立了一类非常重要的拓扑空间。这种从二元数组到二元数组的映射形成的拓扑空间我们称之为偏序（有

理）拓扑空间。本文研究的是在这种偏序拓扑空间中，Bell 多项式的分类性质。 

局部 Bell 多项式Bn,k与许多著名数列存在着简单的关系式[1,2,3,5]。例如： 

 
n
k
 = Bn,k 0! ,1! ,2!, ⋯  无符号的第一类 Stirling 数 

 
n
k
 = Bn,k 1,1,1, ⋯  第二类 Stirling 数 

 
n
k
 = Bn,k 1! ,2! ,3!, ⋯  无符号的 Lah 数 

 
n

k
 kn−k = Bn,k 1,2,3, ⋯  幂等数 

它实际是给出的是一些非标准复合函数的导数，因此寻找局部多项式Bn,k的一般求解方法以及它的推广研

究就显得愈加重要。 

                                                                                                                                                                                                 
完全不同。本文直译 Partial Bell Polynomial 为局部 Bell 多项式，更为贴切。 

2 我们用恒等符号≡定义函数的简写形式。当不需要强调函数变量时，使用简写形式。 
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另一方面，与第三类 Bell 多项式密切相关的孤立子现象的发现和孤子的非线性研究成果[5]，可以广泛的应

用于天文学、基本粒子的量子力学、晶格理论、等离子体物理、分子生物学等领域的现象发现和研究；它极大

地推动了局部 Bell 多项式和第三类 Bell 多项式的拓展和计算。本文首先介绍几种 Bell 多项式的的拓展定义，并

讨论它们之间的关系。然后给出在这些拓展定义下，局部 Bell 多项式的两种新的表达式。 

2 局部 Bell 多项式的次数（维数）拓展 

与指数型复合函数Φ z : = f(g z )类似的，文献[6]对二次复合函数Φ 2  z : = f(g h(z) )使用以下的符号 

Φi
 2 

≔ Dz
i Φ 2  z , fj ≔ Dy

j
f y |y=g x , gk ≔ Dx

kg x |x=h z , hr ≔ Dz
r h z  

     表示复合函数的 n 阶导数如下： 

Φn
 2 

= Yn
 2 

≡ Yn
 2 

(f1 , g1 , h1; f2, g2 , h2; ⋯ ; fn , gn , hn) 

     我们称函数Yn
 2 
为二次 Bell 多项式。它的前面的几项是： 

Y1
[2]

= f1g1h1 

Y2
[2]

= f1g1h2 + f1g2h1
2 + f2g1

2h1
2 

Y3
[2]

= f1g1h3 + f1g3h1
3 + 3f1g2h1h2 + 3f2g2

2h1h2 + 3f2g1g2h1
3 + f3g1

3h1
3                      ⑵ 

由此可以建立二次复合函数的表达式如下： 

 Φn
 2 

= Yn
 2  f1 , g1, h1; f2, g2 , h2; … fn , gn , hn  

=  αn,k g1 , h1; g2 , h2; … gn , hn ·fk

n

k=0

 

式中αn,k g1 , h1; g2 , h2; … gn , hn 表示变量g1 , h1; g2 , h2; … gn , hn及其幂的多项式。 

关于二次 Bell 多项式的计算，文献[6]给出了它的递推计算过程和显式公式，这些内容文献[6]已经讲得很

清楚了。然而， αn,k g1 , h1; g2, h2; … gn , hn 的计算过程还是略显繁琐。文献[7,8]研究了一些特殊的二次（二项

式型）Bell 多项式，得到了许多 Bell 多项式的恒等式。其中与（2）式相近的局部 Bell 多项式的恒等式如下 [7]： 

Bn,k  
f1 a + b 

a + b
, ⋯

fi ai + b 

ai + b
, ⋯  =

1

k! bk−1
  −1 k−j  

k

j
 

k

j=0

 
jfn an + bj 

an + bj
                          ⑶  

需要指出的是，当形式为Φ0
 2  z : = r z th z 的复合函数转化为级数时3，无论转化函数Φ0

 2 
(z): = r(z)th(z)为

普通型 Bell 多项式生成函数的级数，还是转化函数Φ0
 2  z : = r(z)th(z)为指数型 Bell 多项式生成函数的级数，都

必须使用 h 的反函数h−1。因此函数Φ0
 2 
也可以表示三个独立变量r, h, h−1的关系式，我们将它归类为二次复合函

数。 

它表示的是普通型 Bell 多项式与指数型 Bell 多项式组合而成的生成函数，它的计算比通常的二次复合函

数简化很多。 

                                                           
3 Laplace 证明了任何函数都可以表示为级数的形式，本文定理 1 是公式（3）的一般情形。见参考文献[9]。 
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我们把函数Φ0
 2 

(z): = r0(z)th0(z)的初始形式（生成函数），分解为乘积函数和指数函数的组合形式如下： 

  
Φ0

2 = Y0
 2  f0, h0, g0 = f0 h0

−1 z  ∙ g0 z = r0(z) ∙ g0(z)  

g0 z = th0(z) = exp λh0 z   
  

式中f0 = r0 ∙ h0。 

我们只讨论常数 t > 0 的情形，可令 λ = log t,它可以简写为： 

Y0
[2]

= r0 ∙ eλh0 = r0g0 

利用求复合函数导数的方法，我们得到它的导数为 

Y0
[2]

= Y0
 2  f0, h0, g0 = r0g0 

Y1
[2]

= Y1
 2  f0, h0, g0; f1, h1 , g1 = (λr0h1 + r1)g0 

Y2
[2]

= Y2
 2  f0, h0, g0; f1, h1 , g1; f2 , h2, g2 = (λ2r0h1

2 + λr0h0 + 2λr1h1 + r2)g0 

Y3
[2]

= (λ3r0h1
3 + 3λ2r0h1h2 + λr0h3 + 3λ2r1h1

2 + 3λ2r1h2 + 3λr2h1 + r3)g0 

由此我们建立了二次复合函数Φ0
 2 

(z): = r(z)th(z)的导数表达式如下： 

 Yn
 2  f0, h0, g0; f1 , h1, g1; ⋯ ; fn , hn , gn  

 

=  αn,k(rp0
, hp0

; rp1
, hp1

; ⋯ rpn
, hpn

) ·g0

n

k=0

 

我们记 g0 的系数为二次 Bell 多项式如下： 

Bn
[2]

(rp0
, hp0

; rp1
, hp1

; ⋯ rpn
, hpn

) =  αn,k(rp0
, hp0

; rp1
, hp1

; ⋯ rpn
, hpn

)

n

k=0

 

显然，它是由文献[6]定义的一次和二次 Bell 多项式的关于ri的线性组合得到的，故我们称 

Bn
[2]

≡ Bn
[2] rk , hk ≡ Bn

[2]
(rp0

, hp0
; rp1

, hp1
; ⋯ rpn

, hpn
) 

为二次线性 Bell 多项式（second-order linear Bell Polynomial）。 

需要说明的是，我们在二次线性 Bell 多项式的变量中增加了初始函rp0 , hp0  ，它表示的是 2-循环级数（文

献[10]称为赋权函数等）Φ0
 2 

(z): = r(z)th(z)的结构形式4。 

3 局部 Bell 多项式的结构拓展 

文献[4,5]研究了初始函数Φ0
 2 

(z): = r0(z)th0(z)，当r0 , h0分别拓展为 n 个函数和 m 个函数的乘积并表示为级

数时，按指数为奇数或偶数分割为两种级数的 Bell 多项式，它是一个超可微的玻色子函数，属于分次 Bell 多项

式的简单推广，称为超 Bell 多项式[7]。记为 

Y𝑙r ,h(f) = e−fD1 ⋯ Dn ∂x1

𝑙1 ⋯∂xm

𝑙m ef  

                                                           
4 函数Φ0

 2 
(z): = r0(z)th0(z)符合 2-循环级数的定义，赋值函数的定义和性质参见[10] 
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超 Bell 多项式和二次线性 Bell 多项式表示的项数是一样的。即： 

 |Ynr,h f | = |Ynr ,h rk , hk | = |Yn
 2  rk , hk | = |Bn

 2 
g0| 

为了说明这个性质，我们比较n = 3的 3 种多项式： 

 Y3r,h f = f3xD1f + 3fx f3xD1f + fx
3D1f + 3f2xD1fx + 3fx

2D1f2x + 3fxD1f2x + D1f3x  

Y3r,h rk , hk = r3xD1r + 3rxh2x D1r + rx
3D1r + 3h2xD1hx + 3rx

2D1hx + 3rx D1r2x + D1h3x  

B3
 2 

(rk , hk)g0 = λ3h3g0r0 + 3λ2h1h2g0r0 + λ3h1
3g0r0 + 3λ2h1

2g0r1 + 3λ2h2g0r1 + 3λh1g0r2 + g0r3 

由Y3r,h rk , hk 的定义知道，B3
 2 

(rk , hk)g0和Y3r,h rk , hk 之间可以相互转化，但转化又不是简单的。 

特别需要说明的是，当初始函数Φ0
 2 

(z): = r0(z)th0(z)中h0(z)为线性函数时，称为双线性 Bell 多项式。它

与二次 Bell 多项式是不同的。例如：与二次 Bell 多项式B3
 2 

(rk , hk)g0相比较，双线性 Bell 多项式中缺少项rx
3D1r。 

我们知道，超 Bell 多项式在研究超对称方程的可积性方面是一个的很好的工具。它也为求解局部多项式

和推广 KdV 孤子方程的研究提供了一种标准工具。尽管超 Bell 多项式和二次 Bell 多项式可以相化转化，但是，

它们从不同方向上对 Bell 多项式的拓展都是不可或缺的。研究它们之间的关系也是有意义的。 

4 二次线性 Bell 多项式的主要结论 

本文给出了Bn
 2  rk , hk 的精确表达式如下：  

定理 1：二次复合函数Φ0
 2 

(z): = r(z)th(z)的二次线性 Bell 多项式的显式表达式为 

Bn
[2]

(rp0
, hp0

; rp1
, h1; ⋯ ; rpn

, hpn
) 

 =     rps−1  λq−1   
ps qs − 1

ps − 1
 

(n − 1)!

p0! (p1q1)! ⋯ (psqs )!

q

qs =0
ps +qs≠0

n−1

q=1

n−1

s=1p0+2p1+⋯+ n+1 pn =n−1

hps

qs   

求和条件中，pi 取任意非负整数；并且当 p0=0 时，我们在公式中设定了 

0! = 0，  
0 ∙ 𝑞𝑛 − 1

0 − 1
 =  

−1

−1
 = 1 

为了看清楚二次线性 Bell 多项式的更多意义，我们用函数 x(z)替换 h(z)，用函数 y(z)替换 r(z)，并用导数的

语言来叙述定理 1。 

定理 2：设函数 x(z)和 y(z)都有 n 阶导数,且函数 F(z)的导函数存在并可以表示为 dF(z)/dz=y(z)a
x(z)，那么函数 F(z)

的 n 阶导数成立下述公式： 

 
dn F z 

dzn
=  Ki  

dp0 y z 

dzp0
 

π i n 

 
dp1 x z 

dzp1
 

q1

⋯ 
dpn x z 

dzpn
 

qs

(ln a)q1+q2+⋯+qs ax z  

Ki =   
k1p1 − 1

p1 − 1
 

q1

k1=1

  
k2p2 − 1

p2 − 1
 

q2

k2=1

⋯   
ksps − 1

ps − 1
 

qs

ks =1

∙
(p0 + q1p1 + q2p2 + ⋯ qs ps )!

p0! (q1p1)! (q2p2)! ⋯ (qs ps)!
  

式中p0为非负整数，p1 , p2, ⋯ , ps和q1 , q2 , ⋯ , qs为正整数。且公式右边的求和符号πi(n)表示取遍一切满足 

 1 + q1 + q2 + ⋯ + qs ∙  p0 + p1 + p2 + ⋯ + ps = p0 + q1p1 + q2p2 + ⋯ + qs ps = n − 1  
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且 min qi , pi ≥ max qi+1 , pi+1 ,     1 ≤ i < 𝑠                                                    ⑷ 

的不同卷积。 

    由定理 1 和定理 2 我们很容易推出下面的性质: 

1. 若定理 2 中 s 取 n，那么求和条件中q j 扩充为了非负整数。再令1 + 2p1 + 3p2 + ⋯ + npn = n − 1，

由此就推出了定理 1。 

2. 相反的，由定理 1 也可以推出定理 2，因此定理 1 和定理 2 是等价的。但是二次线性 Bell 多项式 

Bn
[2]

(rp0
, hp0

; rp1
, h1; ⋯ ; rpn

, hpn
) 

的计算并不容易，我们以后再讨论它的递推求解方法。 

3. 在保持定理 1 中的 λ 的指数 q−1 不变的求和条件下，令 a=e,p0=0，可以得到一个新的 Bell 多项式（广

义的等幂数）；显然它就是局部 Bell 多项式 Bn,q ≡ Bn,q x1, x2, ⋯ , xn−q+1 。当n ≥ 𝑞, 𝑛 ≥ 3时，Bn,q是

Bn
[2]
的一部分；当q > n ≥ 3时， Bn,q = Bn

 2 
。 

5 定理 1 和定理 2 的证明 

    当 r0 或 h0 视为常数时，就是 Faà di Bruno 公式[11]。 

    (Faà di Bruno 公式)：设函数 F(x)和 u(x)都有 n 阶导数，那么对于函数 G(x)=F(u(x))的 n 阶导数

成立下列公式 

G n  x =  F α+β+γ+⋯   u Pα+β+γ+⋯

α+2β+3γ+⋯=n

 

Pα+β+γ+⋯ =
n!

α! β! γ! ⋯
   

u’

1!
 
α

 
u’’

2!
 
β

 
u’’’

3!
 
γ

⋯. 

右边的求和符号表示取遍一切满足α + 2β + 3γ + ⋯ = n的非负整数α, β, γ, ⋯. 

除此之外，两个定理的证明，需要下面的几个引理。Faà di Bruno 公式的推广形式为[6]： 

引理 1：设 2 次复合函数为 Φ(t):=f(g(h(t)))，那么它保持 Faà di Bruno 公式形式不变。即 

Yn
 2  f1 , g1 , h1; ⋯ ; fn , gn , hn  

=  
n!

r1! r2! ⋯ rn !
fr  

Y1(g1 , h1)

1!
 

r1

π(n)

 
Y2(g1 , h1; g2, h2)

2!
 

r2

⋯ 
Yn(g1 , h1; g2, h2; ⋯ ; gn , hn)

n!
 

rn

 

求和符号πi(n)表示取遍一切满足r1 + 2r2 + 3r3 + ⋯ rn = n的非负整数 

    文献[12]研究了局部 r-贝尔多项式，得到了下面的引理 2。 

引理 2：局部 r-贝尔多项式存在显式表达式 

Bn+r,k+r
 r (a𝑙 ; b𝑙) =   

n!

k1! k2! ⋯
   

a1

1!
 

k1

 
a2

2!
 

k2

⋯ 

Λ(n,k,r)

 
r!

r0! r1! ⋯
   

b0

1!
 

r0

 
b1

2!
 

r1

⋯  

式中 
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Λ n, k, r =  
(𝐤, 𝐫)  =  ((ki ∶  i ≥  1); (ri ∶  i ≥  0)) 

ki ∈ ℕ, ri ∈ ℕ, ∑i≥1ki = k, ∑i≥0ri = r, ∑i≥1i(ki + ri) = n
  

 令：引理 2 中的 ak=hk,bk=rk，那么对于复合函数Φ0
 2  z : = r0 z th0 z ，引理 2 中 

b2 = r2 = b3=r3=„=0 

由引理 1 我们知道，求和的分项系数是某些其形状与函数 y=f(u)，u=g(x)，x=h(t)的具体给法无关的表达

式。因此，当我们可以把引理 2 中 kl=1 的那些项按个数不同逐步都归类 r0，这种归类并不影响同类项系数。简

单重复引理 1，我们得到 

引理 3：二次复合函数Φ0
 2  z : = r z th z 的二次线性 Bell 多项式的显式表达式为 

Bn
 2 

 rp0
, hp0

; rp1
, h1; ⋯ ; rpn

, hpn
  

=     rps −1  λq−1  
 qs ps !

 ps! qs ∙ qs !
∙

n!

p0! (p1q1)! ⋯ (ps qs )!

q

qs =1
ps +qs≠2

n

q=1

n

s=1p0+2p1+⋯+ n+1 pn =n

hps

qs   

求和条件中，pi 取任意非负整数；并且当 p0=0 时，我们在公式中设定了 

0! = 0，  
0 ∙ 𝑞𝑛 − 1

0 − 1
 =  

−1

−1
 = 1 

引理 4：对于任意的正整数 p,q，存在恒等式 

 qp !

 p! q ∙ q!
=    

kp − 1

p − 1
 

q

k=1

  

引理 4 证明： 

 qp !

 p! q
=

 qp − 1 !

 qp − p ! ∙  p − 1 !
∙

qp

p
∙

 qp − p − 1 !

 qp − 2p ! ∙  p − 1 !
∙

qp − p

p
⋯

 p − 1 !

0!  p − 1 !
∙

p

p
 

=  
n

k
 ∙ q ∙  

n

k
 ∙ (q − 1) ⋯ 

n

k
 ∙ 1 

=   
kp − 1

p − 1
 

q

k=1

∙ q! 

引理 4 得证。            □ 

定理 1 和定理 2 的证明： 

我们用 n−1 替换引理 3 中的 n，再由引理 4 就得到了定理 1。最后根据文献[12]对引理 3 的组合解释和定

理 1，也就给出了定理 2 的证明。     □ 

6 定理 1 的一个应用 

用定理 1 计算局部多项式Bn,k看似很繁琐，实际上它比用程序 Mathematica 6.0 计算Bn,k简单的多，一方面

由于分子分母可以约分去掉许多重复计算，另一方面，我们还可以分列出单项h p
q
的附加系数的乘法表格（也就

是项rkh p
q
的系数与 rk 无关的数值表），利用表格可以简单计算出其它同类项系数。记单项h p

q
的附加系数为单项

式符号自身，这种记法不会产生混淆。即 
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hp
q

=   
kp − 1

p − 1
 

q

k=1

 

它的乘法表格如下： 

Table.1：Partial numerical hp
q
 results 

表 1: 部分单项hp
q
的附加系数表 

 
p 

q 1 2 3 4 5  

1  1 1 1 1 1  

2  1 3 15 105 945  

3  1 10 280 15400 1401400  

4  1 35 5775 2627625 2546168625  

5  1 126 126126 488864376   

6  1 462 2877420    

7  1 1716     

注：当 p=0,q≠ 𝟎 时，可以简单的取𝐡𝐩
𝐪

= 𝟏  

 

例题 1：利用第 4 节的性质 3 求解文献[3]给出的 B11,7, B12,7, B13,7 的同类项（等幂项的集合）和系数。 

   我们记定理 1 中 λ 指数 q−1 项的系数为Bn,q
 2 

，当去掉Bn,q
 2 

中的仅有一次项的 rk后，可以使得 

 Bn,q
 2 

 rk =1
= Bn−1,q  

我们由定理 1 可以列出所有的同类项，并用定理 1 的公式求出同类相的系数。 

    例如：B13,7 的同类项h1
2h2

4h3
1r0，h1

3h2
2h3

2的系数求解过程如下： 

h1
2h2

4h3
1r0项系数 = h1

2h2
4h3

1
 0 + 2 ∙ 1 + 4 ∙ 2 + 1 ∙ 3 !

0!  2 ∙ 1 !  4 ∙ 2 !  1 ∙ 3 !
= 1 ∙ 105 ∙ 1 ∙

13!

0! 2! 8! 3!
= 1351350 

h1
3h2

2h3
2r0项系数 = h1

3h2
2h3

2
 0 + 2 ∙ 1 + 4 ∙ 2 + 1 ∙ 3 !

0!  3 ∙ 1 !  2 ∙ 2 !  2 ∙ 3 !
= 1 ∙ 3 ∙ 10 ∙

13!

0! 3! 4! 6!
= 1801800 

这种首先分别求出具有组合性质的数，再把它们相乘在一起的计算方法比其它已知的方法简单许多。 

    略去 r0，我们很容易利用公式(4)列出满足条件的那部分同类项，再用上述的方法计算出同类项的系

数，就得到了和文献[3]同样的结果如下： 

B11,7 = 17325h1
3h2

4 + 34650h1
4h2

2h3
1 + 4620h1

5h3
2 + 6930h1

5h2
1h4

1 + 462h1
6h5

1  

B12,7 = 62370h1
2h2

5 + 277200h1
3h2

3h3
1 + 138600h1

4h2
1 h3

2 + 103950h1
4h2

2h1
0 

+27720h1
5h3

1h4
1 + 16632h1

5h2
1h5

1 + 924h1
6h6

1  

B13,7 = 135135h1
1h2

6 + 1351350h1
2h2

4h3
1 + 1801800h1

3h2
2h3

2 + 200200h1
4h3

3 

+900900h1
3h3

3h4
1 + 900900h1

4h2
1h3

1 h4
1 + 45045h1

5h2
4 + 270270h1

4h2
2h5

1  

+72072h1
5h3

1h5
1 + 36036h1

5h2
1h2

6 + 1716h1
6h7

1  

例题 2：计算同类项h5
5r0，h6

6r0，h4
3h3

4r1的系数。 

当 p=q 时，存在恒等式 

hp
p

= 
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kp − 1

p − 1
 

p

k=1

=
 p2 !

(p!)p+1
 

我们可以用恒等式的左边和右边分别计算出同类项h5
5r0，h6

6r0的系数。但是，两种计算过程需要计算的位

数是不同的，利用恒等式的左边公式用普通计算器辅助计算就可以得到 

h5
5r0的系数 = 5194672859367，h6

6r0的系数 = 370858018973819226112 

最后查表 1 得 

h3
4h4

3r1的系数 = 15400 ∙ 5775 ∙
 1 + 3 ∙ 4 + 4 ∙ 3 !

1!  3 ∙ 4 !  4 ∙ 3 !
= 88935000 ∙ 67603900 

= 88935 ∙  676040 − 1 ∙ 105 = 60123528465 ∙ 105 

显然，不利用组合的性质无法仅用普通计算器完成上述的计算。 

我们知道，文献[13]引入局部 r-贝尔多项式是为了把第一类和第二类 Spirling 数合并在一起研究。文献

[12,13]清楚地说明了第二类 Spirling 数的计算公式 

S n, m =
1

m!
  

m

m
 mn −  

m − 1

m
 (m − 1)n +  

m − 2

m
 (m − 2)n − ⋯  

与局部Bell多项式的联系,本文的定理1指出的是两类Spirling数与局部Bell多项式更进一步的联系。

对现实的直接应用来说,定理 1 和表 1 用于量子力学时,揭示的是量子缠绕的性质,不在本文赘述。 

7 定理 1 的研究展望 

令：函数H x ： = hx
x的系数，那么单变量函数 H(x)的增长率几乎是伽马函数 Γ(x)的平方，属于一种新的

超越函数；它的研究对解决分析方面的困难问题是有益的。 

由局部 Bell 多项式可以看出：对于有限制条件的同类项，可以对应着无穷多个不同的正整数；反之，如

果知道了大量的这类正整数，是否存在和怎样求解其限制条件的问题，属于著名的小世界问题。 因此研究定理

2 的逆具有重要的现实意义。具体来说，我们简单限制定理 1 中的 pk, qk；就可以得到许多类型的 Bell 多项式

的恒等式。它们都是有现实意义的。 

坦率地说，定理 1 更重要的性质是它蕴含着整数的特性，它涉及到的是数学基础问题。下面我们指出与人

们习惯不同的、由定理 1 导致的两个研究方向： 

第一， 定理 1 本质上给出的是最简单循环级数(震荡级数)的多次求导法则（与分部积分相反的过程）。

由文献[4]可以看出，定理 1 类似于连续的 Mӧbius 函数μ(
p

d )。因此把多次求导的结果反过来，可

以研究循环级数的的积分问题[9]。换句话说，我们给出了 Mӧbius 函数μ(
n

d )的插值（与微积分的

中值定理相对应）法则，并且由定理 1 及其推广也可以得到广义（循环级数）的 Taylor 公式。

这个研究方向已经在一些文献中初露端倪，但没有一种论述是简明的。 

第二， 限制定理 1 中的 pk 为素数，使得 p0=2，p1=3，p2=5，p3=7，p4=11，„。在这种情形下，定理 2

中求和条件p0 + q1p1 + q2p2 + ⋯ + qs ps = n − 1就表示成为了素数的线性多项式。由此得到的

Bell 多项式的恒等式深刻揭示了分析学的离散性质，它为许多困难问题的解决提供了一种新方法。

这个方向的研究是如此的生僻，至今未发现这方面的、与 Bell 多项式相关的研究文献。 
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