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Abstract 
In this paper, kinematic modeling of the robot with a screw pair (H) has been studied. Irregular ter-
rain of the screw pair (H) mobile robot kinematics modeling method—Chebyshev shortening algo-
rithm has been put forward. Based on the analysis of kinematic analysis of spatial linkage mechan-
ism with a screw pair (H), the vector expression of the position and attitude equation of the mechan-
ism has been established. Taking the space HSSH mechanism as an example, the motion analysis has 
been carried out. According to the established vector equation of HSSH establish motion analysis 
model of closed loop, motion analysis equations and vector operation are adopted to eliminate in-
termediate variables by using the Chebyshev polynomials of sine and cosine transformation degree, 
thus solving degree; Chebyshev approximation method can provide approximate solutions to screw 
pair (H) of spatial mechanism kinematics problem by measuring means of error. This paper 
presents the method and the process of Chebyshev shortening algorithm and analyzes the characte-
ristics of the Chebyshev shortening algorithm. The correctness of the proposed modeling method 
has been verified through experimental studies and simulations. 
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摘  要 

本文研究带有螺旋副(H)机器人运动学建模方法问题，提出用于不规则地形下的螺旋副(H)移动机器人运

动学建模方法——切比雪夫缩短算法。在分析带有螺旋副(H)空间连杆机构的运动学分析基础上，建立

机构的位姿方程的矢量表达式。以空间HSSH机构为例，对其进行运动分析。先根据机构的封闭环建立矢

量方程对HSSH机构建立运动分析模型，得到运动分析方程，采用矢量运算消除一些中间变量，得出关于

度数和正弦、余弦的方程，利用切比雪夫多项式将正弦和余弦转化为度的关系式，从而求解度数。通过

误差分析可知，切比雪夫函数逼近方法可以近似求解具有螺旋副(H)的空间机构学运动学问题。本文从

中阐述切比雪夫缩短算法的方法和过程，并分析切比雪夫缩短算法的特点，用试验和仿真验证该建模方

法的正确性。 
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1. 引言 

空间连杆机构的组成类型，常用 R、P、C、S、H 分别表示转动副、移动副、圆柱副、球面副、螺旋

副。目前对 RSSR、RRSS、RCCC、RSSP 和 RSCS 等机构的研究较多[1]-[4]。螺旋副(H)目前多用于螺旋

机构中。在一般的空间连杆机构中的应用还不多见，主要原因在于含 H 副机构的分析、设计比较困难。

得到的研究也很少。这是因为螺旋副存在平移和旋转角度的转化关系。空间连杆机构的分析综合均较平

面连杆机构复杂困难，这在很大程度上影响含有螺旋副空间连杆机构的推广应用。本文采用切比雪夫函

数逼近方法对螺旋副 H 中的角度和正弦、余弦的关系，用切比雪夫多项式来表示方程中的正弦和余弦，

展成都是关于角度的一元高次方程从而求得角度的值。计算表明采用切比雪夫方法可以对机器人和机构

学的位置正解和反解进行近似求解提供了一种新思路。切比雪夫函数逼近法可以对一些复杂系统进行近

似逼近从而达到求解目的具有很大的优点。 

2. 切比雪夫多项式算法  

切比雪夫(Chebyshev)多项式是 n 次迭代多项式，在多项式里面对 cosx θ= ， arccos xθ = ，则称

( ) ( )cos cos arccosnT n n xθ= = 为 n 阶切比雪夫多项式，其中 [ ]1,1x∈ − ，切比雪夫多项式有如下递推关系： 

( )0 1T x =  

( )1T x x=  

( ) ( ) ( )1 12n n nT x xT x T x+ −= −                                (1) 

切比雪夫多项式在三角函数逼近中的应用，这是因为第一类切比雪夫多项式的根可以用于多项式插

值，并且提供多项式在三角函数的最佳逼近。设 { }0 1, , , nx x x 是区间[a，b]上 n 个互不相同的点，

( ) [ ]1 ,nf x C a b+∈ ，则对任何 [ ],x a b∈ ，存在 { }0 1, , ,x nx x xξ ∈  ，使得拉格朗日插值余项 

( ) ( ) ( )n nR x f x L x= − 满足： 
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( ) ( ) ( )11
1 !

n
n x nR f x

n
ξ ω+=

+
                               (2) 

要使拉格朗日插值多项式 Ln(x)尽量逼近 f(x)，就要使余项 Rn(x)尽量小，插值多项式的余项取决于多

项式次数 n，插值节点 xi以及被逼近函数 f(x)的特性，从公式(2)可以看出，对于给定的具体问题，ξx是未

知数，f(x)是固定的，当选择了合适的节点集，就可以使拉格朗日插值余项 Ri(x)的最大值为极小。从切比

雪夫多项式的定义可知，只有定义在区间[−1,1]上的函数 f(x)才能利用切比雪夫多项式逼近，对于定义在

区间[a,b]上的函数，可以按照(3)、(4)式进行变换，将 f(x)转变为 F(z)就可以利用切比雪夫算法进行数据

的拟合了[5]-[7]。 

2 2
b a b ax z+ −

= +                                    (3) 

( ) ( )
2 2

b a b aF z f x f z+ − = = + 
 

                             (4) 

3. 空间四杆机构(HSSH)的运动分析 

图 1 为空间 HSSH 机构[8]。空间 HSSH 机构由两个螺旋副以及机架连接，连杆两端通过 B、C 两个

球面副分别与两连架杆连接。按照 D-H 矩阵坐标系规定，选取 k1、k4轴分别与 A 螺旋副、D 螺旋副轴线

相重合，因为螺旋副主要是旋转加平移构成的，并且平移的距离是由旋转角确定的，它们的比值大小为

螺距 p。 
空间 HSSH 机构的结构参数为 h1、h2、h4、s3(=l)和 α1为常数。其中 s1是由螺旋角 θ2来判定，这里假

设 s1 = pθ2 (p 为旋转 2π 时的螺距)；其中 s4是由螺旋角 θ1来判定，这里假设 s4 = pθ1 (p 为旋转 2π 时的螺

距)运动参数为输入螺旋角 θ2、输出螺旋角 θ1以及关于球面副 B、C 的两个欧拉变换中的 6 个欧拉角。通

过运动学分析可以求得机构的输入输出方程式 θ1 = f(θ2)。 
空间 HSSH 机构的运动学方程为 

[ ]12 23 34 41E E E E I=                                     (5) 

式(5)中，E23、E34为欧拉变换。式(5)可写为 

[ ]2 2 1 1
23 34

k i k iE E E E E E Iθ α θ α =                                 (6) 

 

 
Figure 1. Spatial four-bar mechanism (HSSH) 
图 1. 空间四杆结构(HSSH) 
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因为 α2 = 0，所以有 Eiα2 = [I]，式(6)可写为 

[ ]2 1 1
23 34

k k iE E E E E Iθ θ α =                                  (7) 

1 1 1 1 2 2 3 4 4 4 4 0P h s h l h s= + + + + − =i k i k i k                           (8) 

式(8)中 

1

1
0
0

 
 =  
  

i ， 1

0
0
1

 
 =  
  

k ， 2

2

2 2

1 cos
0 sin
0 0

kE θ

θ
θ

   
   = =   
      

i ， 

2
3 23

0
0
1

kE Eθ
 
 =  
  

k ， 2
4 23 34

1
0
0

kE E Eθ
 
 =  
  

i 。 

在式(7)等号两边依次右乘(Eiα1)−1、(Eiθ1)−1得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 12 1 1
1 1

23 34
i kk i kE E E E E E Eα θθ α θ− − − −= =                       (10) 

( ) ( )1 12

1

4 23 34 1 1

1 1

1 1 cos
0 0 cos sin
0 0 sin sin

i kkE E E E Eα θθ

θ
α θ
α θ

− −

     
     = = = −     
          

i  

( ) ( )1 12
4 23 34 1

1

0 0 0
0 0 sin
1 1 cos

i kkE E E E Eα θθ α
α

− −
     
     = = =     
          

k  

上面各式中，k3因为有欧拉变换 E23，所以设法将其消去。式(10)就可以改写为 

3 4 4 1 1 1 1 2 2 4 4l s h s h h= − − − −k k i k i i                              (11) 

式(11)两边平方，得到 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
3 4 4 1 1 1 1 2 2 4 4

2 2 2 2 2
4 1 1 2 4 4 1 4 1

4 1 4 1 4 2 4 2 4 4 4 4

1 1 1 1 1 2 1 2 1 4 1 4

1 2 1 2 1 4 1 4 2 4 2 4

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

l s h s h h

s h s h s s h

s s s h s h

h s h h h h

s h s h h h

= − − − −

= + + + + − ⋅

− ⋅ − ⋅ − ⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅

k k i k i i

k i

k k k i k i

i k i i i i

k i k i i i

                    (12) 

式(12)中 

( ) ( )2 2 2
3 3 4l l l= ⋅ =k k i  

4 1 4 4 1 1 1 2 0⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =k k k i i k k i  

T
2

4 2 1 2 1 2

1

0 cos
sin sin sin sin
cos 0

θ
α θ α θ
α

      
      ⋅ = =      
            

k i  

1 2 2cosθ⋅ =i i ； 1 4 1cosθ⋅ =i i  
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T
1

1 4 1 1 1 1

1 1

0 cos
0 cos sin sin sin
1 sin sin

θ
α θ α θ
α θ

      
      ⋅ = − =      
            

k i  

T
2 1

2 4 2 1 1

1 1

2 1 2 1 1

cos cos
sin cos sin

0 sin sin

cos cos sin cos sin

θ θ
θ α θ

α θ

θ θ θ α θ

      
      ⋅ = −      
            

= −

i i
 

所以 

( )

2 2 2 2 2 2
4 1 1 2 4 4 1 1 4 2 1 2

1 2 2 1 4 1 1 4 1 1

2 4 2 1 2 1 1

2 cos 2 sin sin
2 cos 2 cos 2 sin sin
2 cos cos sin cos sin

l s h s h h s s s h
h h h h s h
h h

α α θ
θ θ α θ
θ θ θ α θ

= + + + + − −
+ + +

+ −

                   (13) 

这里假设 h1、h2、h4、s1 = pθ2、s3(=l)、α1和 θ2这些参数都是已知数，并且 s4 = pθ1，要末端位姿角 θ1

的值。式(13)可以简化为 
2

1 1 1 1sin cos 0A B C D Eθ θ θ θ+ + + + =                            (14) 

其中 ( )1 2 2 1 2cos sin sinA p hα θ θ α= − ， 1 2 2cosB h h θ= − ，
2

2 42
pE
h h

= ， 

( )22 2 2 2
2 4 2 1 1 2

2 4 3

cos
2

h l h p h hC
h h h

θ θ− + + +
= − ，

2
2 1 2 1

2 4 4

cos sin sinp pD
h h h
θ α θ α

= − − ， 

这里通过设 1 πxθ = ， 1π πθ− ≤ ≤ ，即考虑 θ1在一个周期内取，并且可以根据需要也可以在 n 各周期

内进行取值。 
设 ( ) ( )cos πf x x= ， 1 1x− ≤ ≤ ，通过切比雪夫多项式可以展开为： 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1
1
2 n n nf x b T x b T x b T x R′= + + + +                        (15) 

( ) ( )1 2
1

2 1 1 d , 0,1,
πk kb x f x T x x k

−
= − = ⋅⋅⋅∫                         (16) 

当 k 为奇数时，由于 21 1 cos πx x− 为偶函数，而 Tk(x)为奇函数，根据定积分性质，奇函数在对称

区间上的积分为零，也即在上述系数中 2 1 0kb − = ( )1,2,k =  。 ( ) cos πf x x= 的切比雪夫级数可以写成： 

( )0 2 2
1

1cos π , 1
2 k k

k
x b b T x x

∞

=

= + ≤∑  

( ) ( )1 2
2 1

2 1 1 cos π d , 0,1,
πk kb x x T x x k

−
= − = ⋅⋅⋅∫  

如果要 bk精确到小数点后第 13 位，则从 b14开始，以后的所有系数实际上已经都是零，而 
b0 = −0.608484，b2 = −0.970868，b4 = 0.302849，b6 = −0.0290919，b8 = 0.00139224，b10 = −0.0000401899，

b12 = 7.782767 × 10−7。 
因此，定义在区间[−2,2]上的函数 ( ) cos πf x x= 可以用如下多项式来逼近： 

( ) 2 4 6

8 10 12

cos π 1 4.934801 4.058695 1.335158

0.2350298 0.0253589836 0.00159391068

f x x x x x

x x x

= ≈ − + −

+ − +
                 (17) 
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( ) cos πf x x= 与切比雪夫多项式逼近如图 2 所示。 
从图 2 中可以看出来， ( ) cos πf x x= 与 ( ) cos πf x x= 切比雪夫多项式展开式在[−1,1]区间很好拟合在

一起，而在区间外拟合就不好。这说明通过切比雪夫函数逼近，逼近精度在[−1,1]是可以达到保证计算结果。 
同理，由上面的思路得出定义在区间[−1,1]上的函数 ( ) sin πf x x= 用下面的多项式进行逼近： 

( ) 3 5

7 9 11

13

sin π 3.14159264 5.16771213 2.55015699

0.599230763 0.082062648 0.00725992322

0.000390544292

f x x x x x

x x x
x

= ≈ − +

− + −

+

                (18) 

( ) sin πf x x= 与切比雪夫多项式逼近如图 3 所示。 
如图 3 所示用切比雪夫多项式逼近函数 ( ) cos πf x x= 和 ( ) sin πf x x= 时，在区间[−1,1]上可以精确到

小数点后第 13 位。 
误差分析例如x = 1/2时，cos1/2π = 0，而切比雪夫多项式得到的值为−5.35558 × 10−9逼近为0，sin1/2π = 1，

而切比雪夫多项式得到的值为 1，没有误差。x = 1/3 时，cos1/3π = 0.5，而切比雪夫多项式得到的值为 0.5，
没有误差，sin1/3π = 0.866025，而切比雪夫多项式得到的值为 0.866025，没有误差。x = −1 时，cos(−π) = 
−1，而切比雪夫多项式得到的值为−1，没有误差，sin(−π) = 0，而切比雪夫多项式得到的值为 0 × 10−9，

没有误差。从误差分析可以说明，可以用切比雪夫多项式来计算函数近似值求螺旋副算法。 
把上面得到的 cosπx 和 sinπx 的切比雪夫多项式代入到(14)式中可以得到 x 的一元高次方程，再由 θ1 = 

πx，−π ≤ θ1 ≤ π 求得 θ1的值。 

4. 计算结果与仿真分析 

为了与本人在北京工业大学学报发表的文章对应，所以 HSSH 的结构参数与以前写的 RSSH 的结构

参数基本取值一致，就是把本来是转动副改成可以旋转的旋转副，参数取值如下： 
h1 = 3、h2 = 4、h4 = 5、s3(=l) = 7.6 和 α1 = 0.5，还有 p = 2。输入运动角 θ2 = 0.5。 
通过上面的公式推导即可以计算出 HSSH 输出螺旋角 θ1，并且最终得到 13 组关节角，见表 1。并且

把这 13 组关节角分成两种结果情况：一种是代入切比雪夫逼近的多项式，另外一种为了验证把它代入(13)
式可以得到的 l 值如表 1 所示，其中 7、8 两组为实数解，并且这两组解都是在区间[−1,1]内。都是采用切

比雪夫多项式进行迭代，把本来是复杂的正弦和余弦的值都化成角度的关系，这样就利用了多项式求解

的方法可以求出其末端的运动学方程，求出 13 组解来，再通过对 l 值的验证可知，这两组实数解是准确

解，从表 1 可以看到，切比雪夫多项式逼近值在区间范围内是比较准确的，而在区间范围外就不那么准

确了，比如第 13 组解得到 l 值非常大，而实际值并不那么大。 
从表 1 可以看到 5、6 两组解也可能是所要求的实数解，为了求解区间[−1,1]外的解，只要在原来的

区间加上 2 (一个周期)，得到一组解如表 2 所示，从表 2 可以看出，表 2 中的 5、6 两组解实际上是表 1
中的 7、8 两组解，而表 2 中的 7、8 组解也是所要求的实数解。如果在原来的区间加上 4 (就是两个周期)
或者减去 2 (一个周期)，求解得到表 3、表 4 所示。因为表 3 和表 4 得到都是虚数解，所以应舍弃。也可

以再加上 n 个周期的值，但是理论上其求得的值不可能是实数解，所以就只求得在区间[−1,1]范围内进行

估算。 

5. 结论 

本文是在原来的基础上对 HSSH 机构进行分析和求解求出其末端运动学分析，通过利用切比雪夫多

项式的逼近理论把正弦与余弦的复杂形势用简单的角度来分析，从而近似求解带有螺旋副的空间机构的

运动学问题。这是对螺旋副的求解的一种新的想法，以达到抛砖引玉的目的。 
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Figure 2. f(x) = cosπx and Chebyshev polynomial approximation figure in [−2,2] 
图 2. f(x) = cosπx 与切比雪夫多项式在[−2,2]逼近图 

 

 
Figure 3. f(x) = sinπx and Chebyshev polynomial approximation figure in [−2,2] 
图 3. f(x) = sinπx 与切比雪夫多项式在[−2,2]逼近图 

 
Table 1. Position solution of spatial four-bar mechanism (HSSH) in the interval [−1,1] and the comparison of l 
表 1. 空间 HSSH 在区间[−1,1]的位置解及 l 的比较值 

序号 θ1/π
 

切比雪夫逼近的的 l 值 l 的实际值 

1 −2.23272 − 0.48755i 11.9458 + 8.949i 22.009 + 2.0535i 

2 −2.23272 + 0.48755i 11.9458 − 8.949i 22.009 − 2.0535i 
3 −2.1694 − 1.72387i 119.891 + 420.056i 109.436 + 26.94i 
4 −2.1694 + 1.72387i 119.891 − 420.056i 109.436 − 26.94i 
5 −1.2958 − 0.156198i 8.00047 − 0.00063366i 8.00118 − 0.0007169i 
6 −1.2958 + 0.156198i 8.00047 + 0.00063366i 8.00118 + 0.0007169i 
7 0.4670 8.0 8. 
8 0.8988 8.0 8. 
9 2.36383 − 0.326961i 14.632 + 32.0304i 9.519 + 5.6563i 
10 2.36383 + 0.326961i 14.632 − 32.0304i 9.519 − 5.6563i 
11 2.45352 − 1.62358i 484.942 + 827.467i 32.84 + 88.9414i 
12 2.45352 + 1.62358i 484.942 − 827.467i 32.84 − 88.9414i 
13 2.9176 805.87 9.2666 
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Table 2. Position solution of spatial four-bar mechanism (HSSH) in the interval [1,3] and the comparison of l 
表 2. 空间 HSSH 在区间[1,3]的位置解及 l 的比较值 

序号 θ1/π − 2
 

切比雪夫逼近的的 l 值 l 的实际值 
1 −2.20723 − 0.48929i 8.03257 + 9.289i 20.4369 + 2.374i 
2 −2.20723 + 0.48929i 8.03257 − 9.289i 20.4369 − 2.374i 
3 −2.1679 − 1.723i 115.638 + 420.2i 108.997 + 27.05i 
4 −2.1679 + 1.723i 115.638 − 420.2i 108.997 − 27.05i 
5 −1.5309 7.9969 7.9720 
6 −1.10 7.99999 7.99999 
7 0.50104 8.0 8. 
8 0.816849 8.0 8. 
9 2.3728 − 0.387065i 29.9808 + 24.6736i 11. + 5.58105i 
10 2.3728 + 0.387065i 29.980 − 24.6736i 11. − 5.58105i 
11 2.4513 − 1.62352i 483.70 + 815.135i 33.05 + 88.4679i 
12 2.4513 + 1.62352i 483.70 − 815.135i 33.05 − 88.4679i 
13 2.9385 894.553 12.6541 

 
Table 3. Position solution of spatial four-bar mechanism (HSSH) in the interval [3,5] and the comparison of l 
表 3. 空间 HSSH 在区间[3,5]的位置解及 l 的比较值 

序号 θ1/π − 4
 

切比雪夫逼近的的 l 值 l 的实际值 
1 −2.20089 − 0.48553i 7.85631 + 8.76975i 20.0353 + 2.1969i 
2 −2.20089 + 0.48553i 7.85631 − 8.76975i 20.0353 − 2.1969i 
3 −2.16738 − 1.72268i 113.715 + 418.617i 108.753 + 26.9293i 
4 −2.16738 + 1.72268i 113.715 − 418.617i 108.753 − 26.9293i 
5 −1.49719 7.54093 7.98165 
6 −1.18316 6.99856 7.99989 
7 0.641542 − 0.284941i 2.30551 + 1.56135i 8. + 2.35011 × 10−7i 
8 0.641542 + 0.284941i 2.30551 − 1.56135i 8. − 2.35011 × 10−7i 
9 2.39647 − 0.467088i 51.1451 + 6.96633i 13.5262 + 5.36307i 
10 2.39647 + 0.467088i 51.1451 − 6.96633i 13.5262 − 5.36307i 
11 2.44791 − 1.62442i 487.122 + 795.193i 33.5876 + 87.81i 
12 2.44791 + 1.62442i 487.122 − 795.193i 33.5876 − 87.81i 
13 2.96742 1032.15 17.0023 

 
Table 4. Position solution of spatial four-bar mechanism (HSSH) in the interval [−3,−1] and the comparison of l 
表 4. 空间 HSSH 在区间[−3,−1]的位置解及 l 的比较值 

序号 θ1/π + 2
 

切比雪夫逼近的的 l 值 l 的实际值 
1 −2.27047 − 0.486029i 14.4796 + 9.8426i 24.5696 + 1.51286i 
2 −2.27047 + 0.486029i 14.4796 − 9.8426i 24.5696 − 1.51286i 
3 −2.17187 − 1.72393i 126.296 + 418.271i 110.073 + 26.5975i 
4 −2.17187 + 1.72393i 126.296 − 418.271i 110.073 − 26.5975i 
5 −1.28351 − 0.40428i 1.26928 − 8.01819i 7.99487 + 0.00163136i 
6 −1.28351 + 0.40428i 1.26928 + 8.01819i 7.99487 − 0.00163136i 
7 0.704136 − 0.156302i 6.18213 − 0.638802i 8. − 3.36612 × 10−7i 
8 0.704136 + 0.156302i 6.18213 + 0.638802i 8. + 3.36612 × 10−7i 
9 2.37274 − 0.319632i 13.824 + 34.1845i 9.35662 + 5.90112i 
10 2.37274 + 0.319632i 13.824 − 34.1845i 9.35662 − 5.90112i 
11 2.45438 − 1.62452i 490.71 + 831.978i 32.9637 + 89.2231i 
12 2.45438 + 1.62452i 490.71 − 831.978i 32.9637 − 89.2231i 
13 2.91156 781.677 8.17829 
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