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Abstract 
In this paper, using the Hamilton principle, the nonlinear dynamics equation of an axially moving 
homogenous and isotropic beam with the additional nonlinear energy sink is derived. The beam, 
length changes with time, is based on the Euler Bernoulli beam model. Then, transforming the eq-
uations to dimensionless ones, using the Galerkin method, the governing equations are truncated. 
Meanwhile, the nonlinear ordinary differential equation, reflecting the transverse vibration of the 
telescopic cantilever beam, is obtained. The vibration characteristics of the model in the process 
of overhang and recovery are analyzed in time domain by numerical calculation method after ap-
propriate nonlinear energy sink parameters were designed. The results show that the nonlinear 
energy sink has good effect on vibration suppression. 
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摘  要 

本文基于欧拉–伯努利梁，考虑梁长度随时间变化，利用Hamilton原理，对附加非线性能量阱的轴向可
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伸缩各向同性矩形截面悬臂梁进行非线性动力学进行建模，得到其偏微分动力学控制方程。然后对控制

方程无量纲化后，利用Galerkin方法对控制方程进行了截断，得到可伸缩悬臂梁横向振动的无量纲形式

的常微分非线性动力学方程。设计非线性能量阱动力学参数，通过数值方法对模型在外伸和回收过程中

的相关振动特性进行了时域分析，结果表明非线性能量阱具有良好的振动抑制效果。 
 
关键词 

可伸缩梁，各向同性悬臂梁，非线性能量阱，非线性动力学 

 
 

Copyright © 2017 by authors and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

时变参数系统是一类航空航天工程领域常见的系统，其动力学参数随时间变化而变化，如航空领域

的可变体机翼，大型可展开天线伸缩臂等。其特点是一端固定，一端自由，结构的长度、质量随时间变

化。由于现代航空航天科技的快速发展，可变形飞行器的研究受到国内外学者的青睐。前苏联的 Bakashaev
设计了一架伸缩翼飞机[1]，并命名为 GK，其伸缩部分外伸长度可达到未伸展时翼展长度的 2/3。 

李山虎等人[2]对轴向运动悬臂梁的独立模态振动控制进行了理论近似解的推导研究。王亮[3]等研究

了变长度悬臂梁的横向振动控制,提出了两种主动控制方案。Wang [4]等人利用轴向运动梁模拟时变的变

长度航天器天线，考虑了动态系统的空间域随时间变化的运动边值问题，用数值模拟说明了轴向伸长或

收缩柔性梁在不同速度下的基本力学特性。随着我国航空航天技术的快速发展，对航空航天仪器的力学

环境要求也越来越苛刻，传统减振技术已难以满足要求。非线性能量阱(NES)作为一种新型被动式减振装

置得到广泛的关注[5] [6]。非线性能量阱其原理是利用非线性刚度连接主结构，使得吸振带宽有所增加，

从而提高吸振性能，自 2001 年靶能量传递现象发现后，非线性能量阱作为一种可实现靶向能量传递的振

动被动抑制装置已经进行了大量研究[7] [8]。朱玉龙等研究了轴向伸缩复合材料悬臂梁并建立了动力学方

程，讨论伸缩梁的动力学特性，推导出伸缩梁保持结构稳定的时间边界，利用微分求积法(DQM)求解伸

缩梁固有频率随系统参数的关系[9] [10]。 
本文将采用 Euler 梁模型，利用 Hamilton 原理建立非线性动力学模型，用数值仿真分析轴向运动梁

的横向振动,分析对比以梁端附带非线性能量阱进行振动抑制的方案。模型在 Euler 梁的基础上附着非线

性能量阱，对非线性能量阱的减振效果进行研究。可以对航天器的减振应用提供工程参考。 

2. 外伸欧拉梁动力学方程 

图 1 所示为一轴向运动的各向同性矩形截面梁，右端自由，末端附有一个非线性能量阱吸振器，左

侧可以在 x 轴方向上自由伸缩。梁的初始长度为 0l ，厚度为 h ，宽度为 b 。建立如图所示的直角坐标系，

( )( )0 ,x t tω 为梁的中面横向位移，即沿 z 轴正方向位移，梁的瞬时长度 ( )l t 为 ( ) ( )0 0
d d d

t
l t l l t t t= + ∫ ，其

中， ( ) ( )0 d d d dV l t t x t t= = ，梁的外伸回收速度为 0V 。 

建立欧拉梁模型，得到应变与位移的关系式： 
2

2x z
x
ω

ε
∂

= −
∂

                                       (1) 
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Figure 1. Model diagram 
图 1. 模型图 

 
本构方程： 

xEσ ε=                                         (2) 

其中ω 是梁的横向位移， xε 是正应变， E 为弹性模量，σ 为应变。因此，梁的应变能可以表示为 

1 d
2 VV

U σε= ∫                                      (3) 

动能是 
2

2
0 0 d

v
T V V v

t x
ω ω

ρ ρ
 ∂ ∂ = + +  ∂ ∂   

∫                             (4) 

外力功： 

( ) ( )( ) 3

0

d d d
d d

l t yW k y c y d x
t t

ω
ω δ δω

  = − + − −    
∫                      (5) 

外力功是作用在梁末端的非线性能量阱上阻尼器和非线性弹簧对梁作用力所作的功，其中 k 为 NES
的刚度，c 为阻尼。 

利用 Hamilton 原理，可以得到 

( )1

0
d 0

t

t
T U W tδ δ δ+ − =∫                                  (6) 

将(3)、(4)、(5)式代入(6)得到系统的动力学方程： 

( ) ( )
2 2 2 4

32
0 02 2 4

d d2
d d
ybh V V EI k y c x d

x t t tt x x
ω ω ω ω ω

ρ ω δ
 ∂ ∂ ∂ ∂   + + + = − + − −    ∂ ∂∂ ∂ ∂    

         (7-1) 

( )
2

3
2

d d d 0
d dd

y ym k y c
t tt

ω
ω  + − + − = 

 
                         (7-2) 

引入以下无量纲变量： 
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2
0 0 0

3 2
0

1 2
0 0

1, , , , , ,

, , ,

x l y EIx l y t t
l l h h bhl

kl hd C md A A
l EI bh l bh

ω
η τ τ

ρ

ε
ρ τ ρ

= = = = = =

= = = =

 

代入(7-1)、(7-2)得到系统无量纲动力学方程： 

( )
22 2 2 4

3
1 22 2 4

d d d d2
d d d d

x x yA y A
t xx t t tx tt

η η η η η
η

∂ ∂ ∂ ∂   + + + = − + −   ∂ ∂∂ ∂ ∂   
             (8-1) 

( )
2

3
1 22

d d d 0
d dd

y yA y A
t tt

η
ε η  + − + − = 

 
                          (8-2) 

3. 伽辽金离散 

为了研究非线性能量阱(NES)对外伸欧拉梁的振动抑制效果，需要对偏微分方程(8)式离散成常微分

方程，这一过程引入伽辽金原理将(8)式离散。由于边界为一端固定，一端自由。可以设横向位移的模态

函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )cosh cos sinh sinn n n n n nw x x x xβ β α β β   = − − −                      (9) 

其中，
( ) ( )
( ) ( )

cosh cos
sinh sin

n n
n

n n

β β
α

β β
+

=
+

， 

nβ 则由超越方程1 cosh cos 0n nβ β+ = 求出。于是可以设横向假设模态为： 

( )1
n

n n nn w tη ϕ
=

=∑                                    (10) 

其中 ( )n tϕ 为广义坐标，对(8)式做二阶伽辽金截断，利用三角函数的正交性，得到常 
微分形式的非线性动力学方程为： 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

2

22 22 222

3
1 2

2
3

1 22

d d
dd

dd1 1 1
d d

dd d1 1 0
d dd

n
n n n n

n
n n n

M C K
tt

tyA w x t A w x w x
t t

ty yA y w x t A w x
t t

y

t

ϕ ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ε ϕ

+ +

  
= − = + − = =  
   

 
+ − = + − = = 

 

             (11) 

4. 时域数值仿真 

取各向同性矩形截面梁初始长度 0 1 ml = ，宽 0.1 mb = ，高 0.003 mh = ，密度 27850 kg mρ = ，弹

性模量 20 GPaE = 。非线性能量阱各参数为：质量 0.2 kgm = ，刚度为 165 10 N mk = × ，阻尼 200 N s mc = ⋅ 。

采用龙格-库塔法(利用 Matlab 中 ode45 代码编写程序)求解方程(11)，取无量纲初始条件： 

1 1 2 20, 0.1, 0, 0ϕ ϕ ϕ ϕ= = = =� �  

选取无量纲长度 1 ml = ，梁作自由振动可以得到图 2，如图所示在没有非线性能量阱作用时，梁作

等幅振动；加持非线性能量阱后有明显的振动抑制效果，振幅在初始阶段显著减小。 

图 3(a)、图 3(b)分别表示选取无量纲长度 ( )1 0.01 ml t= + 和 ( )6 0.01 ml t= − 时梁末端振动情况，在图

3(a)中随着时间梁的长度不断增加，可以看出梁末端振幅在不断增大，而梁末端增加非线性能量阱有显著

的振动抑制效果，可以有效地减小振幅随长度增加的扩大；图 3(b)中随着时间梁的长度不断减小， 
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Figure 2. 1 ml =  oscillogram of the beam end 

图 2. 1 ml = 梁末端波形图 
 

 
(a)                                                    (b) 

Figure 3. (a) ( )1 0.01 ml t= +  oscillogram of the beam end; (b) ( )1 0.01 ml t= −  oscillogram of the beam end 

图 3. (a) ( )1 0.01 ml t= + 梁末端波形图；(b) ( )1 0.01 ml t= − 梁末端波形图 
 
可以看出梁末端振幅在不断减小，而梁末端增加非线性能量阱振幅也随长度不断减小而减小，且振幅小

于梁末端未增加非线性能量阱的振幅。 
图 4(a)表示选取无量纲长度 ( )21 0.01 0.0005 ml t t= + − 时梁末端振动情况；图 4(b)、图 4(c)分别选取

无量纲长度 1 ml = 和 0 0.01 0.001cosV t= + 时，和 6 ml = ， 0 0.01 0.001cosV t= − 梁末端振动情况。与图

3(a)相似图 4(b)梁的长度随着时间不断增加，可以看出梁末端振幅在不断增大，增加非线性能量阱的梁末

端振动抑制效果显著，可以有效地减小梁末端振幅；图 4(a)表示选取无量纲长度 

( )21 0.01 0.00005 ml t t= + − 时梁末端振动情况，图中随着时间梁的长度不断减小，可以看出梁末端振幅

在不断减小，可以看出梁末端振幅先增大后减小，而梁末端增加非线性能量阱时，振幅不断减小且初始

间断振动抑制效果明显。图 4(c)梁末端振动情况与图 4(a)相似。 
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(a)                                                    (b) 

 
(c) 

Figure 4. (a) ( )21 0.01 0.0005 ml t t= + −  oscillogram of the beam end; (b) 1 ml =  and 0 0.01 0.001cosV t= +  oscillo-

gram of the beam end; (c) 1 ml =  and 0 0.01 0.001cosV t= −  oscillogram of the beam end 

图 4. (a) ( )21 0.01 0.0005 ml t t= + − 梁末端波形图；(b) 1 ml =  and 0 0.01 0.001cosV t= + 梁末端波形图；(c) 1 ml =  

and 0 0.01 0.001cosV t= − 梁末端波形图 

5. 结论 

本文以可伸缩机翼为实际工程背景，建立可变速运动的欧拉悬臂梁力学模型，模形考虑横向位移与

梁长度变化间的关系，引入 Hamilton 原理对可伸缩机翼进行建模，并附加非线性能量阱，得到其非线性

运动控制方程；运用 Galerkin 方法分别对控制方程做二阶 Galerkin 截断，得到常微分形式的非线性动力

学方程。然后通过龙格—库塔法数值模拟得到以下结论： 
1) 在梁外伸过程中，末端的振幅随时间越来越大；在梁回收过程中，末端的振幅随时间越来越小；

在外伸过程中梁伸缩到一定长度会发生失稳现象，此时结构力学性能被破坏。 
2) 非线性能量阱能有效的抑制梁末端的振动情况。在梁外伸过程中，初始阶段即可有效的抑制振动，

并且有效的抑制梁末端振幅随时间的增大；在梁回收过程中，NES 可以减小梁末端的振幅。 
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