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Abstract 
In the field of engineering, interface problems exist extensively, and the special nature of the inter-
face leads to the destruction of bonded materials that often begins at this location. Therefore, in 
order to ensure the safety of the entire material, the interface crack must be studied. Different from 
the homogeneous material cracks, the interface cracks show some special properties, such as the 
oscillation singularity of the field stress at the crack tip, and the dimension of the stress intensity 
factor. Numerous scholars also proposed a new theory to improve the existing deficiencies. Consi-
dering the special properties of interfacial cracks, according to the interface layer theory, the in-
terface of bonded materials is regarded as a functionally graded material (FGM) layer with thick-
ness, and a theoretical system of fracture mechanics for the elliptic cracks in the interfacial layer is 
established for analysis, which provides a theoretical method for the study of three-dimensional 
interface crack failure mechanism. 
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摘  要 

在工程领域中，界面问题广泛存在，界面的特殊性质导致结合材料的破坏往往始于该处，所以为了保证
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整个材料的使用安全必须对界面裂纹进行研究。与均质材料裂纹不同，界面裂纹表现出了一些特殊的性

质，如裂纹尖端场应力的振荡奇异性、应力强度因子的量纲等问题，不少学者也提出了改进原有不足的

新理论。考虑到界面裂纹具有的某些特殊性质，本文依据界面层理论，将结合材料的界面视为具有厚度

的功能梯度材料(FGM)层，并建立针对界面层内椭圆裂纹的断裂力学理论体系进行分析，对三维界面裂

纹破坏机理的研究提供了理论方法。 
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1. 引言 

随着各种新型功能性材料的日益发展，工程领域中对于轻质、强度、刚度的要求也逐渐提高。在这

些新型材料中，我们把两种不同的材料利用粘接、焊接等技术连接在一起所使用的结构称为结合材料。

界面问题在结合材料中广泛存在，因此对于结合材料界面的力学性能研究也需要更加深入[1]。目前关于

均质材料裂纹的研究已经趋于成熟[2]，但是如果将经典的裂纹模型引入界面问题中会出现两种特殊现象：

界面的应力奇异性和界面裂纹尖端的应力振荡奇异性，因此许多学者从不同的角度出发提出了改进模型，

顺利地解决经典模型存在的问题，比较经典的有 Comninou 的接触区理论、Erdoga 的界面层理论以及 Rice
的小范围屈服理论[3]，已经被广泛接受。 

界面层理论的最大优势就在于，符合物理常识并且能够消除界面裂纹的应力振荡奇异性，该理论认

为，结合材料的界面是实际存在的非均匀各向同性材料，其厚度均匀并且很薄，弹性模量沿厚度连续变

化，与功能梯度材料(FGM)的性质契合[4] [5]。虽然到目前为止关于界面的研究很多，但主要还是以平面

应力和平面应变问题为研究对象[6] [7] [8]，对于一般性的三维问题，相关的研究还远远不足。本文将界

面层理论扩展至三维问题，建立基于功能梯度材料的三维模型并建立相应的理论分析体系。 

2. 界面层理论 

Williams [2]利用均质材料裂纹的理论解，对界面裂纹尖端场进行研究，由于界面两侧材料性质不同，

发现直接应用断裂力学的理论模型存在振荡奇异性等不合理的情况，即在理论上裂纹尖端上下表面互相

嵌入，如图 1 所示，这显然不符合物理常识。 
据此，Erdogan 认为界面应当是具有细观结构的界面层，无厚度的理想界面不能够体现出界面的性质。

经过实验测量与分析，他提出界面层是厚度一致的非均匀各向同性材料，其弹性模量沿厚度连续变化，

而泊松比则可以视为常数，模型如图 2 所示，结合材料中①区域和②区域的弹性模量为常数，而在两区

域之间材料属性随着纵坐标的变化而变化，这里，E(y)表示界面层的弹性模量。这样的模型与均质材料

裂纹模型相似，有效地消除了应力振荡的现象。 

3. 三维界面裂纹模型 

与均质材料裂纹不同的是，即使远场仅受单向应力作用，界面裂纹仍然处于 I、II、III 型复合的状态。

至于一般三维界面裂纹，其应力状态可能会表现得更加复杂。因此，考虑到界面裂纹的多型耦合现象， 
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Figure 1. Oscillation singularity of interfacial crack stress field 
图 1. 界面裂纹应力场的振荡奇异性 

 

 
Figure 2. Diagram of interface layer model [4] 
图 2. 界面层模型示意图[4] 

 

依据界面层理论的相关内容，本文将现有的界面层理论推广到三维界面层裂纹(如图 3 所示)。 
实际中常见的三维裂纹可大致认为是椭圆形。设在无限大材料中有一椭圆形深埋片状裂纹(位于界面

层内)，基于该椭圆裂纹的中心建立坐标系(参看图 3)，其方程为 
2 2

2 2 1, 0x z y
a b

+ ≤ =                                       (1) 

椭圆边界上的点可以用参数方程表示为(如图 4 所示) 

cos , sinx a z bφ φ= =                                     (2) 

为得到较简单的平衡方程并对裂纹及其邻域进行描述，过边界上一点 P0 (参看图 4 左图)建立局部坐

标系 P0tny (参看图 4 右图)，P0 点为局部坐标原点，P0n 为 P0 点在裂纹扩展平面内的法线，与 Ox 轴(即椭

圆长轴)夹角为 φ，P0t 为 P0 点在裂纹扩展平面内的切线；在 P0 点的法平面 nP0y (即垂直于切线 P0t 的平 
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Figure 3. Diagram of three-dimensional interface layer model 
图 3. 三维界面层模型图 
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Figure 4. Coordinate system in three-dimensional model 
图 4. 三维模型的坐标系 

 
面)内引入极坐标系(r, θ)，即 rP0θ为过 P0 点的法平面上的极坐标系(这里，y 轴垂直于 P0 点的切线 P0t 和
法线 P0n)。 

于是，可以利用上述平面坐标系与参数 φ (即坐标系(φ, r, θ))来描述空间内任一点，其中，整体坐标

系与局部坐标系的变换关系为 
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2 2

2

2 2

cos cos cos
1 sin
sin

sin cos sin
1 sin

ax r
e

y r
bz r

a e

ϕ
θ ϕ

ϕ
θ

ϕ
θ ϕ

ϕ


= +

−
 =

 = +
 −

，其中
2 2

2
2

a be
a
−

= 为椭圆离心率。                (3) 

4. 求解三维界面裂纹问题 

由于裂纹前缘常常呈现曲线扩展状态，因此断裂问题并不适合采用直角坐标系进行描述。本文以

二维裂纹分析为基础，建立上述法平面内的极坐标加上切线坐标的局部坐标系，如图 5 所示，进一步

按照三维弹性力学理论[9]，在前文中裂纹前缘处建立的全局坐标系中，推导建立三维裂纹分析的理论

体系。 

4.1. 三维界面裂纹的弹性理论方程 

如上所述，在曲线裂纹前缘的每一点，本文建立相应的局部柱坐标系，用于描述裂纹前缘的力学分

析体系，进而建立各种力学基本方程。 
首先，结合柱坐标系下的平衡方程，可得到该局部坐标系下的平衡方程(无体力)： 

( )

( )

( )

1+ + + cos sin 0

2 1+ + + cos sin 0

1+ + + 2 cos sin 0

rr rr
r r

r r
r

r r
r

r r r

r r r

r r r

ϕθ θ
ϕ θ

θϕθ θ θ
θ ϕ θ

ϕ θϕ ϕ ϕ
ϕ θϕ

σσ σ σσ
σ σ θ σ θ

θ ϕ

σσ σ σ
σ θ σ σ θ

θ ϕ

σ σ σ σ
σ θ σ θ

θ ϕ

 ∂ ∂ −∂
+ − − =  ∂ ∂ Φ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ + − − =  ∂ ∂ Φ ∂ 
∂ ∂ ∂  + − =  ∂ ∂ Φ ∂ 

                   (4) 
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Figure 5. Local coordinate system in the front of crack 
图 5. 裂纹前缘局部坐标系 
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其中 

( )
12 3 22 21 cos , 1 sinb r e

a
θ ϕ

−
 

= + Ψ = − Φ Ψ 
 

同理，几何方程为 

,

, cos

1 cos sin , sin

r r
r r

r r
r

r

u uu u
r r r r

u uu u u
r r r

u u uuu u
r

θ θ
θ

ϕ ϕθ
θ ϕ

ϕ ϕ ϕθ
ϕ θ θϕ

ε ε
θ

ε ε θ
θ ϕ

ε θ θ ε θ
ϕ ϕ θ

 ∂∂ ∂ = = + −
∂ ∂ ∂

 ∂∂ ∂ = + = + −
∂ Φ∂ ∂ Φ

 ∂ ∂  ∂ = + − = + + Φ ∂ Φ∂ ∂ Φ  

                    (5) 

物理方程为 

2 ,
2 ,

2 ,

r r r r

r r

θ θ

θ θ θϕ θϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

σ λ µε σ µε
σ λ µε σ µε

σ λ µε σ µε

= Θ + =

= Θ + =

= Θ + =

                                   (6) 

其中 
体应变 r θ ϕε ε εΘ = + + ， 

剪切模量
( )2 1

E
µ

ν
=

+
， 

拉梅参数
( )( )1 1 2

Eν
λ

ν ν
=

+ −
。 

值得注意的是，界面层模型中的 λ和 G 并非常数，而是与界面层厚度坐标 y 有关的函数： 

( ) ( )
( )

( ),
2 1 1 2 1

E y E y
y ν

µ λ
ν ν ν

= =
+ − +

                                (7) 

最后，裂纹面的边界条件为 

0, 0, 0 πrθ θ θϕσ σ σ θ= = = = ±当                                (8) 

4.2. 平衡方程的简化 

上述方程实际上的求解相当困难，考虑对其进行简化，考虑到实际情况下界面层厚度很薄，假设弹

性模量沿界面层厚度方向呈线性变化，而泊松比为常数，则剪切模量的表达式可记为 

( ) ( ) 00
, sin ,r kr r ky

θ
µ θ θ µ θ µ µ

=
= + = +或                             (9) 

由于弹性模量沿界面层厚度方向变化，所以当将其引入裂纹前缘的柱坐标系中会造成耦合现象，给

求解带来不便。在求解时可采用无裂纹材料远场应力加上含裂纹体简化后裂尖场应力，即分别简化的方

式处理。 

4.2.1. 远场应力的简化计算 
界面层模型如图 3 所示，进行远场应力分析时忽略裂纹前缘场的作用，假设界面层内位移场沿界面

层厚度线性分布，直角坐标系下平衡方程进一步简化为 
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( ) ( )

( )

( ) ( )

,
,
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,
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z z

w x z
u u x z y

x
u y w x z

w x z
u u x z y

z

∂
= −

∂
= ⋅

∂
= −

∂

                                   (10) 

其中 w 为仅与 x，z 坐标相关的函数，u 为 xOz 平面上各点的位移量。此时满足对于给定的(x, z)坐标则有： 

( )

( )

( )

,

,

,

x

y

z

w x zu
y x
u

w x z
y

w x zu
y z

∂∂
= −

∂ ∂
∂

=
∂

∂∂
= −

∂ ∂

 (三者均与 y 坐标无关)                          (11) 

将式(11)代入直角坐标系下的几何方程和物理方程，可将平衡方程进一步表示为 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 223 3 3
0

02 3 2 2 3

2 2 3

0 02 2

2 2 3
0
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2
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u u w w w wky y k y ky
x z x x xz x z
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+ ∂ ∂ ∂
+ + − + 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 23 3

2 2 3

2 3

0 02 3

2 2 2 2 2 2
0

0 02 2 2 2 2 2

2

2 0

2
1 2

x z

z

x

u uw w wy y
x z zx z z z

u w w w wky y ky k y
z z zz z

kyw w w w w wky y ky y
x x z z x z

uk y
x

ν

µ µ

ν µ
µ µ

ν

 ∂ ∂∂ ∂ ∂
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∂
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

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
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







 ∂∂ ∂ + − + + =  ∂∂ ∂ 

         (12) 

4.2.2. 裂尖应力场计算 
在传统断裂力学中，裂纹前缘应力场(平面问题)具有1 r 的奇异性[9]。在界面断裂问题中，问题的

物理性质并没有改变，裂纹的界面特征是组成结合材料的两种介质不同造成的，因此本文仍假设裂纹前

缘应力场形式为 

( ), , , ,n
ij ijr f a bσ σ θ ϕ∞=                                    (13) 

其中 a，b 为椭圆裂纹的半轴长，其中 n < 0 代表应力具有奇异性。 
此时原平衡方程(4)可被简化为： 

( )

( )

( )

cos sin 0

2 cos sin 0

2 cos sin 0

rr
rr rr rr r

r r r

r r r

ff rnf f f f f f

ff rnf f f f f

f frnf f f f

ϕθ
θθ ϕϕ θ

θϕθθ
θ θ θ ϕϕ θθ

θϕ ϕϕ
ϕ ϕ ϕ θϕ

θ θ
θ ϕ

θ θ
θ ϕ

θ θ
θ ϕ

 ∂ ∂
+ + − + + − − =  ∂ Φ ∂ 

 ∂ ∂ + + + + − − =  ∂ Φ ∂ 
 ∂ ∂  + + + + − =  ∂ Φ ∂ 

                   (14) 
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上式中 n 的取值可根据平衡方程的推导计算结果确定，值得注意的是，若 n = −1/2 则可说明三维应

力场的形式为 

( )1 , , , ,ij ijf a b
r

σ σ θ ϕ∞=                                    (15) 

这将表明三维界面裂纹和平面问题中的应力场具有同阶的应力奇异性，也意味着平面问题中应力强

度因子的定义同样适用于三维问题。 

5. 总结 

结合材料的界面断裂研究已经比较深入，但存在的问题仍然较多。界面断裂问题的复杂性，一是来

自结合材料不同介质的材料性质不同，一是来自裂纹尖端场的奇异性，一是来自裂纹扩展的三维性，即

裂纹前缘呈现曲线型扩展。传统断裂力学中裂纹问题主要是以平面问题为研究对象，在简单载荷作用下，

裂纹扩展型式与载荷作用相一致，因此，裂纹前缘呈直线型平行推展。而对于结合材料的界面，由于界

面两侧材质不同，即使在简单载荷下，裂纹尖端应力场也变得非常复杂，裂纹扩展呈现三种裂纹型式耦

合的特征，这是造成裂纹前缘呈现曲线型扩展的重要驱动力。 
因此，建立结合材料界面裂纹分析的三维理论方法，对分析界面裂纹扩展趋势，确定界面裂纹强度，

为结构设计提供设计方法和强度校核标准，都具有重要意义。 
本文力图建立三维界面裂纹分析的断裂力学方法：针对界面裂纹，建立适于理论描述的曲线坐标系，

包括全局坐标系和局部坐标系；根据界面的构成特点，建立界面层模型，并假设其材料参数沿厚度方向

线性分布；以三维弹性力学理论为基础，在裂纹前缘建立平衡方程，结合几何关系、物理关系以及边界

条件，得到具有曲线前缘的界面裂纹的理论分析方法。 
由此可见，上述方法不仅具有理论的严谨性，更兼具问题的适用性，对曲线前缘的界面裂纹分析，

具有极强的针对性。本文还进一步引入了界面层位移场的线性简化和裂纹尖端应力场平方根奇异性，对

理论分析体系进行了简化。本文模型满足界面裂纹的基本特征，对界面裂纹问题具备物理的适用性，可

以作为理论分析的基础和方法，也是工程应用的理论工具。 
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