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Abstract 
The dynamic response of rectangular planar infinite region including circular lining while bearing 
out-of-plane dynamic incidenting in an arbitrary angle is investigated. The out-plane wave field 
acting on the rectangular planar infinite region is expanded into the out-plane wave field acting on 
semi-infinite space region, and the field of stress and displacement is deduced to solve the prob-
lems of the model, the solution of which is a set of infinite algebraic equations. The results of nu-
merical example show that, the surface displacement amplitude of the model is affected by the in-
cident wave frequency, Angle of the incident wave and parameters such as the location of the lin-
ing and the thickness of the lining. 
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摘  要 

本文研究了含圆形衬砌的直角平面无限区域对任意角度入射的出平面的动力响应问题。利用数学物理方

法，将作用于直角平面无限区域内的出平面波场扩展成半无限空间区域内的出平面波场，借助于边界条

件推导出问题模型的应力场和位移场，其解为一组无穷代数方程组。算例结果表明，模型的地表位移幅

值受入射波频率、入射波角度、衬砌的位置和衬砌的厚度比等参数影响。 
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1. 引言 

人们对由地振动动力引起地表地形变化的研究，大部分以地表凹陷地形和凸起地形两种形式为主。

文献[1] [2] [3] [4] [5]应用 Green 函数法和复变函数法求解了出平面动力波动对地表任意形凹陷地形的动

力响应。文献[6] [7] [8] [9] [10]采用波函数展开法研究了地表含半圆形和任意圆弧形凸起对出平面波动的

动力响应问题。文献[11] [12] [13] [14] [15]利用 Fourier-Bessel 级数展开法求解出圆弧形层状凹陷地形对

出平面动力响应二维问题的解析解；利用波函数展开法求解出地表含多个沉积层凹陷地形对出平面动力

波响应二维问题的解析解。文章利用数学物理方法，将作用于直角平面无限区域内的出平面波场扩展成

半无限空间区域内的出平面波场，借助于边界条件推导出问题模型的应力场和位移场，不仅为研究由地

振动动力引起地表地形变化问题提供了一个新模型，对研究弹性介质缺陷问题成果在矿产石油勘探、定

量无损检测以及雷达、水下声纳和爆破等许多工程技术的应用和发展具有重要意义。 

2. 力学模型 

图 1 为所研究问题内含的圆形衬砌平面直角域力学模型，两域内介质符合各向同性、均匀、连续假

设，直角域内介质参数质量密度用用 ρ 表示，切变模量用 µ 表示，衬砌内介质参数质量密度用 1ρ 表示，

切变模量用 1µ 表示，所建立的二维直角坐标系用 xoy 表示。出平面动力波在平面内振动引起区域内介质

位移的 ( ), ,W x y t 的方向和二维平面 xoy 垂直。 
在稳态情况下，在复平面 ( ),z z 内本问题的 Helmholtz 方程： 

2
21 0

4
W k W

z z
∂

+ =
∂ ∂

                                       (1) 

其中： ,z x iy z x iy= + = − ， sk cω= 为出平面波的波数，ω 为入射波圆频率， sc µ ρ= 为介质的出平

面波的波速。 
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Figure 1. The model of rectangular planar region including 
circular lining 
图 1. 内含的圆形衬砌平面直角域力学模型 

 

直角坐标应力表达式为： 
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极坐标应力表达式为： 
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3. 振动引起的位移函数 

3.1. 直角域内的入射波位移函数和反射波位移函数 

在复平面 ( ),h hz z ，其中 hz z ih= − ，直角域内的入射波位移函数 ( )iW 表示为： 

( ) ( ) ( )0 0π π
0 exp e e

2
i ii

h h
ikW W z zα α− − −  = +   

                             (4) 

利用镜像法，将该直角平面区域镜像为半无限空间，如图 2 所示，并以边界 1Γ 为对称界线加入与入

射波位移函数 ( )iW 对称的位移函数 ( )iW ′ 。 
由此可以得到在半无限空间中入射波位移函数 ( ),i eW 和反射波位移函数 ( ),r eW ： 

( ) ( ) ( )0 0 0 0,
0 exp e e exp e e

2 2
i e i i i i

h h h h
ik ikW W z z z zβ β α α− −    ′ ′= + + +        

                (5) 

( ) 0 0 0 0,
0 exp e e exp e e

2 2
r e i i i i

h h h h
ik ikW W z z z zβ β α α− −       ′ ′= + + +           

               (6) 
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Figure 2. The mirror model 
图 2. 镜像模型 

 
式中： 0 0πβ α= − ， 2h hz z d′ = + 。 

3.2. 直角域内的散射波位移函数 

在复平面 ( ),z z 上，方程(1)的解析解为： 

( ) ( ) ( ) ( )1,
ns

n n
n

W z z A H k z z z
∞

=−∞

= ⋅   ∑                                (7) 

式中， ( ) ( )1
nH ∗ 为 n 阶第一类 Hankel 函数。 

在该问题中，利用移动坐标方法及叠加原理将该问题构造为全空间的散射波位移函数为： 

( ) ( ) ( )
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式中： 2z z d′ = + ， nA 为待定的数，可通过边界条件来确定。 

3.3. 衬砌内的散射波位移函数 

圆形衬砌外边界圆和内边界圆所激发的散射波位移函数记为 ( )S

r b
W

=
和 ( )S

r a
W

=
。 

在复平面 ( ),z z 上，位移函数方程分别为： 
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W B H k z z z
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3.4. 内含的圆形衬砌平面直角域模型的边界条件 

总波场能满足直角域自由表面上应力自由边界条件。控制方程(1)的边界条件可写为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, ,
3

, ,

4

:

: 0

i e r e s s s
rz rz rz rz rzr b r a

i e r e s s s
r b rzr a

s s
rz rzr b r a

W W W W W W

τ τ τ τ τ

τ τ

= =

Ι
=

=

= =

Γ     + + = +



         + + = +

Γ     +  =


                         (11) 

表示在公共边界应力和位移连续，自由表面应力为零。 
结合式(1)~(10)： 
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其中： , ,n n nA B C 为待定系数，可通过计算简化为一组无穷代数方程组。 

4. 地表位移幅值 

利用叠加法，问题模型空间区域内的总波场的位移函数为： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,, , , ,t i e r e sW z z W z z W z z W z z= + +                           (16) 

如果入射的出平面波的位移幅值为 0W ， dW 代表水平地表的无量纲位移幅值，计算式为： 
( )

0
t

dW W W=                                        (17) 

衬砌对地表动位移分布的影响用系数 d ∗ 表示，计算式为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , 1t i e r e
h hd x W x W W∗ = + −                              (18) 

式中： hx 为地表的水平方向坐标。 

( ) 0hd x∗ > 说明衬砌对地表位移有增强作用； ( ) 0hd x∗ < 说明衬砌的对地表位移有减弱作用，

( ) 0hd x∗ = 说明衬砌对地表位移没有影响。 

5. 算例与结果分析 

图 3 给出了图 1 所示问题模型在衬砌内外半径比值为 30.0，出平面动力波动入射角度为 90˚条件下，

自由表面 2Γ 水平地表无量纲位移幅值 Wd 的变化情况。 
图 3(a)给出了入射波波数 ka = 0.25 时，圆形衬砌距离地表不同位置对水平地表位移幅值 Wd 的影响情

况。由图中可看见，地表位移幅值以衬砌中心的 Y 轴为对称轴，向两侧振荡衰减变化。随着衬砌的埋深

增加，地表位移幅值的振荡幅度变小。衬砌正上方处地表位移幅值 Wd 达到最大值。图中的地表位移幅值

Wd 最大值不超过 4，说明当入射波波数 ka = 0.25，出平面动力波动入射角度为 90˚，即低频垂直入射时，

衬砌对水平地表位移幅值 Wd 的影响不大。 
图 3(b)为衬砌中心到地表的垂直距离与衬砌内半径的比值 h/a = 1.5 (即衬砌埋深不变)，出平面波以不

同波数垂直入射时，自由表面 2Γ 水平地表无量纲位移幅值 Wd 的变化情况。图中给出了波数 ka 分别为 0.1、
0.5、1.0 和 2.0 四种情况时地表的幅值 Wd 的变化情况，随着入射波数 ka 的增加，地表位移振荡逐渐加剧，

同样以衬砌中心的 Y 轴为对称轴，向两侧振荡衰减变化。当 ka = 1.0 和 ka = 2.0 时，衬砌中心上方地表

位移幅值 Wd 最大值达到了 11。说明出平面高频垂直入射时对地表动位移的影响明显。 
图 3(c)给出了波数不同且垂直入射时， 12.0Hx = 位置的水平地表处无量纲位移幅值 Wd 随衬砌埋深变

化的情况。随着衬砌埋深的增加，衬砌对位移幅值 Wd 呈脉动较小趋势。 
 

 
(a) 
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(b) 

 
(c) 

 
(d) 

Figure 3. The change distribution of surface displacement amplitudes “Wd” 
图 3. 地表面幅值 Wd的变化分布 
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(a) 

 
(b) 

Figure 4. The influence coefficient of surface displacement 
图 4. 地表位移影响系数 

 

图 3(d)给出了波数不同且垂直入射时，水平地表位移幅值 Wd 随衬砌厚度变化的情况。由图可见，衬

砌厚度的变化对位移幅值 Wd 的变化影响不明显。 
图 4(a)给出了入射波波数 ka 为 0.25，不同埋深的圆形衬砌存在情况下，垂直入射时，衬砌对地表动

位移分布的影响系数 d*的随圆形衬砌埋深变化分布规律。由图可见，在低频入射波且衬砌的埋深较大时，

衬砌对地表的动位移有减弱作用。 
图 4(b)给出了衬砌埋深 h/a = 1.5，出平面垂直入射时，衬砌对地表动位移分布的影响系数 d*随入射波

波数变化的分布规律。图中看见，ka = 1.0 和 ka = 2.0 时，d*增强了 1.7 倍；ka = 0.1 时，d*减弱了将近 50%。 

6. 结论 

数值结果表明，在本问题模型中，衬砌的埋深，入射波波数对地表位移幅值有较大的影响。浅埋衬

砌时，在高频入射时，衬砌与直角平面区域自由表面之间存在强烈的相互作用，地振动将明显加剧，且

在衬砌中心的正上方幅度最大，随衬砌埋深的增加，其影响逐渐减弱。所以工程上必须对直角平面区域
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自由表面及地下浅埋衬砌的存在予以充分重视。对于本文数值结果的可靠程度，有待于实验数据加以验

证，篇幅有限，不再加以论述。 
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