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Abstract 
In this paper, based on nonlocal elasticity theory and Euler-Bernoulli beam theory, we investigate 
the dynamical characteristics of carbon nanotubes conveying fluid under longitudinal magnetic 
field with considering thermal effect. Differential quadrature method is used to do the simulation. 
The influence of temperature changes under normal atmospheric temperature and magnetic flux 
on the natural frequency and critical flow velocity are discussed in detail. The results show that 
the natural frequencies and critical flow velocity increase as the temperature changes increase. As 
the magnetic flux increases, the natural frequency and critical flow velocity increase distinctly, 
which demonstrate that increase the magnetic flux can obviously improve the stability of the fluid- 
conveying system. 
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摘  要 

本文基于非局部弹性理论和欧拉梁理论，研究了磁场和温度场耦合作用下输流碳纳米管的动力学特性。

采用微分求积法进行求解，详细讨论了常温环境下温度变化量和磁通量等对系统的振动频率和临界流速

的影响。结果表明随着温度变化量的增大，系统的振动频率和临界流速都增大。随着磁通量的增大，系

统的振动频率和临界流速明显增大，增强磁场能够显著提高系统的稳定性。 
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1. 引言 

1991 年，日本学者 S. Iijima [1]在用高分辨透射电子显微镜(TEM)下检验石墨电弧设备产生的球状碳

分子时，发现了碳纳米管，从而在世界范围内引发了碳纳米管研究的热潮。碳纳米管的空心圆柱形几何

结构和极高的强度，使其成为纳米尺度下流体储藏与运输的重要载体[2]。由于碳纳米管具有良好的力学、

电学、化学特性，其内壁又是极其光滑的，因此可以被用来快速和安全的输送液氢等燃料，为能源的输

送提供新的解决办法。为了碳纳米管更好地应用在纳米工程中，很有必要掌握输流碳纳米管的力学和物

理性质，因此研究输流碳纳米管的动力学特性具有重要的实际意义。 
目前，对碳纳米管力学行为的研究主要有实验研究、分子动力学模拟和基于连续介质力学理论的理

论分析[3]。对碳纳米管的力学性能的实验研究主要是采取间接的测量方法，获得的实验数据离散性较大，

实验研究也没有涉及环境(例如温度、化学环境)对碳纳米管力学性能影响，而分子动力学模拟系统内所有

原子的行为，计算规模庞大，难以模拟较大规模或较长时间跨度的问题，同时，在分子动力学模拟过程

中对系统能量的获得伴随了一些经验假设，所以在定量分析的准确性方面，分子动力学的结果尚不能尽

如人意。已有的研究结果表明，连续介质模型能够在很多情况下描述碳纳米管的力学性能[4]。因此目前

研究输流碳纳米管时，一般采用弹性梁或者弹性壳体模型来分析其动力学行为[5]。 
Yoon [6]等最先提出了输流碳纳米管的运动方程，他们采用欧拉梁模型研究了输流单壁碳纳米管的振

动特性。发现管内流体可以明显影响碳纳米管的共振频率，尤其是流速很大情况下的简支的大内径长碳

纳米管。Wang 等[7]研究了充液碳纳米管的耦合振动。Khosravian 和 Raffi [8]研究了输送粘性流体的碳纳

米管，发现输送粘性流体的碳纳米管比输送无粘性流体的碳纳米管更加稳定。Peddieson 等[9]将 Erigen
的非局部弹性理论应用于欧拉梁模型，并指出纳机电系统中的悬臂梁作动器表现出非局部效应，而微机

电系统则无此现象。Lee 和 Chang [10]基于非局部弹性理论对输流碳纳米管的横向自由振动进行了研究，

讨论了非局部效应对系统的振动频率以及模态振型的影响。Zhen 等[11]研究了非局部效应和温度场耦合

作用下输流单壁碳纳米管的振动特性。Kiani [12]研究了纵向磁场作用下嵌入弹性介质的双壁碳纳米管的

振动。据作者了解，目前尚未发现磁场和温度场耦合作用下基于非局部弹性理论的输流碳纳米管的振动

特性研究。本文基于非局部弹性理论和欧拉梁理论，研究了磁场和温度场耦合作用下输流碳纳米管的动

力学特性。研究结果可为纳米输流元器件的设计及应用提供一定的理论参考。 
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2. 方程建立 

2.1. 非局部弹性理论 

尽管经典连续介质梁模型已经成功模拟了一些情况下碳纳米管的力学性质，但是在求解过程中，宏

观的连续体模型并不允许涉及对其内在尺寸的依赖性。在纳米尺度中，小尺度效应的影响是非常明显的。

为了解释弹性的尺度效应，Erigen 和 Edelen [13] [14]在 1972 年提出了非局部弹性理论。非局部弹性理论

认为弹性体内某一参考点 p 处的应力不仅取决于 p 点的应变，而且与物体内所有其他各点 p′处的应变有

关。通常采用的非局部弹性本构方程是积分的形式，积分中包含了表示参考点的应力受物体内其他点的

应变的相对影响的核函数。用数学方法求解此类积分方程来得到非局部弹性问题的解非常困难，Eringen
将一部分核函数形式的积分方程转化为等效的微分方程，得到单轴应力状态下的胡克定律 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
0 2 ,

x
x e a E x

x
σ

σ ε
∂

− =
∂

                              (1) 

式中 0e a 是纳米材料中引起结构小尺度效应的参数。 

2.2. 磁场力 

考虑碳纳米管受轴向均匀稳定的磁场作用，简单起见假设磁场对管道中流体的作用可忽略。在磁场

作用下，碳纳米管受横向洛伦兹力作用[15]，单位长度上磁场力为 
2

2
2 ,m x
wF AH

x
η ∂

=
∂

                                    (2) 

其中η是磁导率， xH 是轴向磁通量分量，A 表示碳纳米管的截面面积，w 表示碳纳米管的横向振动位移。 

2.3. 模型方程 

基于非局部欧拉梁理论，研究磁场环境和热耦合作用下嵌入弹性介质的单壁输流碳纳米管的振动。

假设碳纳米管中流体是不可压缩的且无旋无粘性的流体，不考虑重力作用，流体在管道中以定常流速流

动。弹性梁与周边弹性介质的作用力可用温克勒(Winkler)模型来描述，见图 1。根据温克勒模型理论，弹

性介质中最外层的碳纳米管上任意一点处所受到的弹性介质的法向压力取决于该点处最外层管的挠度，

并与之成线性比例关系，即 

( )0 , ,m mp p kw x t= −                                    (3) 

上式中 0
mp 表示最外层管与周围弹性介质间的初始作用压力，通常可忽略不计。k 表示由周围弹性介质材

料和最外层管直径确定的弹性常数，或称温克勒模型系数，负号说明弹性介质作用压力与管的挠度方向

相反。磁场环境和热耦合作用下单壁输流碳纳米管的振动方程可写为 
2

2 ,c T w m
Q w wm kw N F F
x x xt

∂ ∂ ∂ ∂ = + − + − ∂ ∂ ∂∂  
                         (4) 

其中 Q 是截面上的剪切力，mc 表示单位长度碳纳米管的质量，t 是时间。NT 是温度变化产生的轴向压力，

可表示为 

,
1 2T x

EAN Tα
ν

= − ∆
−

                                  (5) 

其中 xα 是轴向的热膨胀系数， v是泊松比， T∆ 表示温度变化量。 wF 表示单位长度上流体作用力 
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Figure 1. Schematic diagram of pinned-pinned carbon nanotubes conveying fluid 
图 1. 两端简支输流单壁碳纳米管示意图 
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其中 mf 表示单位长度上流体质量，u 是流体流动速度。 
根据欧拉梁理论，弯矩 M 和应力应变的关系为 

2

2d , ,xx xxA

wM y A y
x

σ ε ∂
= = −

∂∫                               (7) 

其中 y 是高度方向上距离中面的距离。 
将方程(7)代入非局部连续体本构方程(1)，得到 

( )
2 2

2
0 2 2 ,M wM e a EI

x x
∂ ∂

− = −
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                               (8) 

由欧拉梁理论，剪力 Q 与弯矩 M 的关系为 

,MQ
x

∂
=

∂
                                       (9) 

将方程(4)和(9)代入(8)可得到非局部弹性理论下弯矩的表达式 

( )
2 2

2
02 2 ,c T w m
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 ∂ ∂ ∂ ∂ = − + + − + −  ∂ ∂∂ ∂   
                (10) 

为计算简便，我们假设碳纳米管的杨氏模量与温度无关。由方程(4)，(9)和(10)，可得到粘弹性介质

中磁场和温度场耦合作用下基于非局部欧拉梁理论的输流碳纳米管的振动方程 
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     (11) 

当 0 0, 0, 0, 0xe a T k H= ∆ = = = 时，(11)转化为经典欧拉梁理论下输流碳纳米管的横向振动方程。 
考虑两端简支的碳纳米管，对应的非局部弹性梁的边界条件为 
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引入如下形式的无量纲变量和参数： 
1 2
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将(13)式代入式(11)和(12)，得到无量纲化的振动方程 
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对应的边界条件 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
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3. 微分求积法求解 

采用微分求积法[11]对方程(14)和(15)进行分析，得到方程的等价形式： 

{ }
{ } [ ] [ ]
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0,
0 0 0 0

d ddd db dd dbdd db d
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Y YG G M MK K Y
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               + + =         
              

 

 

              (16) 

其中下标 b 表示边界点，d 表示内部点，“ ⋅”表示对时间的微分。设方程(16)的解的形式为 

{ } { } ( )exp ,Y Y ωτ ′=                                  (17) 

其中{ } { } { }{ }TT T
,d bY Y Y= 是单壁碳纳米管的振幅， ( )Im ω 表示系统的振动频率。 

将式(17)代入(16)，消除{ }bY 后，得到对应一个广义特征值问题的齐次方程 

( ){ } { }2 1 1 1 0 ,dM G K Yω ω     + + =                                (18) 

其中 1 1
dd db bb bdM M M K K−= − 表示系统的质量矩阵， 1 1

dd db bb bdG G G K K−= − 表示系统的阻尼矩阵， 
1 1

dd db bb bdK K K K K−= − 是刚度矩阵。 
为了得到方程(18)的非平凡解，(18)式的系数矩阵的行列式应满足下列条件 

( )2 1 1 1det 0.M G Kω ω     + + =                                  (19) 

式中ω 是系统的特征值，可用来分析系统的稳定性。特征值通常为复数，实部表示系统阻尼，虚部代表

系统的振动频率。显然，特征值是流速的函数，随着流速的增大，流体作用力中的离心力和科氏力的作

用使系统的有效刚度降低，当流体流速达到一定值时，系统的刚度消失(对应于特征值虚部为零)，系统发

生屈曲失稳，对应的流速就是屈曲失稳的临界流速。 

4. 数值结果 

选取单壁碳纳米管的有效参数如下：杨氏模量 E = 1 TPa，碳纳米管的密度 32300 kg mcρ = ，流体密
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度 31000 kg mfρ = ，泊松比 0.3ν = 。碳纳米管的半径为 3.4 nmoutR = ，碳纳米管的壁厚 0.34 nmh = 。为

了忽略碳纳米管的剪切变形，我们选取较大的长径比 ( )2 100outL R = 。根据 Wang [17]关于非局部参数的

理论，选取非局部参数 0 1.0 nme a = 进行计算。考虑常温环境下碳纳米管的热振动，对应的热膨胀系数为
6 11.6 10 Kxα
− −= − × 。 

假设温度变化均匀的作用于单壁碳纳米管，首先我们研究温度变化对输流碳纳米管的一阶频率的影

响。取温克勒系数 k = 106 Pa，不考虑磁场力作用，图 2 描绘了温度变化∆T = 0 K，10 K，20 K，30 K 时

碳纳米管的一阶模态对应频率随流体流速的变化情况。随着流体流速的增加，系统的一阶振动频率越来

越小，当流速达到一定值之后(对应于临界流速)，一阶振动频率降低为零，系统进入不稳定状态，发生屈

曲失稳。图 3 描述了常温环境下，系统的临界流速随温度改变量的变化规律。由图 2 和图 3 可以看出，

常温环境下，温度变化量的增加使得系统的一阶振动频率和临界流速增大，说明常温环境下升高温度能

够提高系统的稳定性，这与文献[16]的结论一致。 
为考虑纵向磁场对系统的稳定性的影响，取 ( )2 50outL R = ，忽略温度的变化量，图 4 描述了不同磁

通量情况下系统的一阶振动频率随流体流速的变化图。随着流体流速的增加，系统的一阶振动频率越来

越小，当流速达到一定值之后(对应于临界流速)，一阶振动频率降低为零，系统进入不稳定状态，发生屈

曲失稳。从图 4 可以看出，随着磁通量的增大，系统的振动频率明显增大，说明增强磁场强度可以提高

系统的稳定性。 

5. 结论 

本文采用微分求积法研究了温度场和磁场耦合作用下输流单壁碳纳米管的振动特性。基于欧拉梁理

论和非局部弹性理论，考虑周边弹性介质和热载荷以及磁场的耦合作用对系统进行建模，通过绘制常温

环境时的温度变化量，磁通量等对系统的振动频率的影响关系图，经过分析得到以下结论： 
 

 
Figure 2. Variation of first natural frequencies of system with dimen-
sionless flow velocity for different temperature changes 
图 2. 不同温度变化量时系统的一阶振动频率关于无量纲流速的变化
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Figure 3. Variation of dimensionless critical flow velocity with tem-
perature changes 
图 3. 无量纲临界流速随温度改变量的变化图 

 

 
Figure 4. Variation of first natural frequencies of system with dimen-
sionless flow velocity for different magnetic fluxes 
图 4. 不同磁通量情况下系统的一阶振动频率关于无量纲流速的变

化图 
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系统进入不稳定状态。常温环境时温度变化量的增加能够增大振动频率，考虑温度效应的临界流速要远

大于不考虑温度效应时的临界流速，且临界流速随着温度变化量的增大而增大，说明升高温度能够提高

输流单壁碳纳米管的稳定性； 
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2) 随着磁通量的增大，系统的振动频率和临界流速明显增大，可知磁场变化对碳纳米管的振动频率

和临界流速有较大的影响，增强磁场能够显著提高系统的稳定性。研究结果可为纳米材料在能源和生物

医学领域的应用提供理论依据。 
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