
Open Journal of Acoustics and Vibration 声学与振动, 2018, 6(1), 8-15 
Published Online March 2018 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/ojav 
https://doi.org/10.12677/ojav.2018.61002   

文章引用: 和禹含, 刘坤. 基于奇异值分解和时域灵敏度分析的框架结构损伤识别方法[J]. 声学与振动, 2018, 6(1): 
8-15. DOI: 10.12677/ojav.2018.61002 

 
 

Damage Detection Method of Frame  
Structure Based on Singular Value  
Decomposition and Time Domain  
Sensitivity Analysis 

Yuhan He1, Kun Liu2 
1School of Civil Engineering and Architecture, University of Jinan, Jinan Shandong 
2School of Civil Engineering, Harbin Institute of Technology, Harbin Heilongjiang 

 
 
Received: Mar. 5th, 2018; accepted: Mar. 19th, 2018; published: Mar. 26th, 2018 

 
 

 
Abstract 
The damage detection for the frame structure, which is a classical structure form in civil engi-
neering, has become a hot issue recently. To reduce the measurement noise effect in the damage 
detection result, the singular value decomposition (SVD) method and time domain sensitivity 
analysis method were adopted to study the damage detection of the frame structure. The compo-
nents, which are less affected by the measurement noise, were obtained from the measured res-
ponses by SVD, and the time domain sensitivity enhancement equation of damage detection was 
proposed based on the orthogonal characteristic of SVD and projection method. The simulation 
study was performed based on the finite element model of a frame structure, and the effectiveness 
of the proposed method was verified. 
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摘  要 

框架结构是土木工程中最常见的结构形式之一，该类结构的损伤识别问题已经成为目前的研究热点。为

解决框架结构的损伤识别结果受测量信号噪音影响的问题，本文基于时域测量信号的奇异值分解结合时

域灵敏度分析，进行了框架结构的损伤识别研究。通过奇异值分解得到时域测量信号中受测量噪音影响

较小的成分，利用奇异值分解的正交性对时域灵敏度方程进行正交投影，得到改进的时域灵敏度损伤识

别方程。建立框架结构有限元模型，对其进行损伤识别的数值模拟研究，验证本文提出的损伤识别方法

的有效性。 
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1. 引言 

随着我国城市化的进行，巨量的土木工程结构爆发式的发展在我国已经持续了近三十年，大量的国

民财富固化为工程结构本体。已建成的各类工程结构在服役期的健康状态关系着民众的生命财产安全，

框架结构是土木工程中最常见的结构形式之一，该类结构若出现严重损伤或者倒塌将严重影响社会和民

众生命财产安全，因此对框架结构进行健康状态评估是土木工程研究人员面对的重要课题。结构损伤识

别能够甄别建筑结构的损伤位置和损伤程度[1] [2]，为相关设计和施工人员提供技术参考，是目前的热点

研究领域之一。 
土木工程结构在服役期内，一直承受车辆荷载和环境荷载等外部动荷载激励，通过现有的测量手段

即可获得结构工作状态下的响应信号，并且测量结构某些部位的响应信号并不影响其使用功能。基于测

量信号的损伤识别方法更适合土木工程领域，该类方法越来越受到土木工程领域研究者的重视，并取得

了广泛的研究和应用。基于测量信号的时域方法不仅具有响应信号易于测量的优点，而且可以提供更多

的损伤识别方程，利用较少传感器和较短时间的时域测量信号能够得到结构的损伤识别结果，因此时域

方法具有更广阔的应用前景，这一方法的研究将进一步促进损伤识别方法的工程应用。 
如何降低测量噪音的影响是时域方法亟待解决的一个关键问题，时域信号在实际测量过程中不可避

免地要受各种测量噪音的影响，大量研究表明测量噪音对时域测量信号的严重污染制约了损伤识别的精

度。为了克服测量噪音对时域损伤识别方法的影响，不同学者提出了改进的基于时域信号的损伤识别方

法。小波分析[3] [4] [5]和改进的反问题优化方法[6]等被用来识别结构损伤，时域信号的统计特征[7] [8]
也被一些研究者在时域损伤识别中采用，但以上方法都是针对测量噪音低于 10%的情况。 

本文针对典型的框架结构进行损伤识别研究，在前人研究的基础上，通过对测量信号进行奇异值分
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解和重构，结合时域灵敏度分析方法，提出了改进的灵敏度分析方法，该方法可以提高识别方程的敏感

度，可以在较高的测量噪音影响下对框架结构的损伤进行准确识别。 

2. 时域灵敏度损伤识别方法 

多自由度线弹性结构体系的运动方程可表示为如式(1)所示： 

( )t+ + =Mx Cx Kx LP                                      (1) 

其中，M 、C 和 K 表示结构的质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵； x 、x和 x分别表示结构体系的位移、

速度和加速度向量； ( )tP 表示外荷载矢量矩阵； L为输入力的映射矩阵。 
本文采用 Rayleigh 阻尼模型，阻尼矩阵采用下式(2)计算得到： 

1 2a a= +C M K                                        (2) 

其中， 1a 和 2a 为阻尼模型的 Rayleigh 阻尼系数。 

2.1. 基于传统灵敏度分析的损伤识别方程 

假设结构第 i 个单元的刚度变化率为 iα ，若结构共有 NE 个单元，每个完好单元的单元刚度矩阵用 iK
表示，则结构整体的刚度变化可由式(3)表示为： 

1

NE

i i
i
α

=

∆ =∑K K                                          (3) 

整体结构的运动方程左右两边对刚度变化率求偏导有： 

2
i i i i i

a
α α α α α
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + = − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

x x x K KM C K x x
 

                           (4) 

对式(4)应用 Newmark-β法进行求解，可以得到结构每个单元的位移、速度和加速度响应的灵敏度向 

量分别为
iα

∂
∂

x
、

iα
∂
∂

x
和

iα
∂
∂

x
。 

本文主要研究测量加速度响应的灵敏度，将第 i 个单元加速度灵敏度向量记为 iαS ，组装结构每个单

元的加速度灵敏度向量，可以得到整个结构体系的加速度灵敏度矩阵，如式(5)所示 

[ ]1 i NEα α α=S S S S                               (5) 

将测量加速度响应向量构成的矩阵记为 mX ，结构模型的计算响应向量构成的矩阵记为 cX ，则整个

结构基于测量响应和灵敏度分析的损伤的识别方程可表示为如下式形式： 

( )2
c mο+ = −S X X α α                                    (6) 

2.2. 损伤识别方程求解 

忽略高阶项 ( )2ο α 的影响，方程(6)可由最小二乘法进行求解，如式(7)所示： 

( )1T T
c m

−
 = − S S S X X α                                (7) 

病态方程的常规最小二乘解一般是不稳定的，本文采用广泛应用的正则化方法[6]，通过添加边界约

束进而得到稳定解，引入调整最小二乘误差参值的正则化阻尼系数λ，则有 

( ) ( )T T
c mλ= + −S S I S X X α                                (8) 

https://doi.org/10.12677/ojav.2018.61002


和禹含，刘坤 
 

 

DOI: 10.12677/ojav.2018.61002 11 声学与振动 
 

对式(8)进行优化计算有 

( ) ( ) 2 2, c mJ λ λ= − − +S X X α α α                              (9) 

本文采用 L 曲线法计算正则化参数λ的最优值，曲线的拐角点代表边界约束与残差范数的平衡点，即

为最优正则化参数。 

3. 基于奇异值分解的时域灵敏度损伤识别 

测量噪音对传统时域灵敏度损伤识别方法的识别结果影响较大，无法全部测量所有自由度的加速度

响应，导致时域加速度响应的灵敏度矩阵为病态矩阵，因此测量响应中包含的噪音对损伤识别结果影响

较大，而测量噪音在实际测量过程中是不可避免的。 
本文应用奇异值分解，分解并重构测量加速度响应信号，分析重构信号中的噪音分布规律，进而提

取出受测量噪音影响较小的时域加速度测量信号的有效成分。基于奇异值分解的正交特性，应用空间投

影法对灵敏度损伤识别方程进行投影处理，得到改进的灵敏度识别方程。 

3.1. 测量信号的奇异值分解 

对测量加速度响应向量构成的矩阵 mX 进行奇异值分解，得到式(10) 

( )T
, , ,

1

s

m m i m i m i
i

λ
=

=∑X U V                                (10) 

式中， ( ), , ,, ,m i m i m iλ U V 是由 ,m iλ 、 ,m iU 和 ,m iV 确定的 LR 上的 s 维空间，该空间所有的向量彼此标准正

交。 
式(2-2)左乘左奇异向量的转置 T

,m jU ，得到下式： 

( )TT T
, , , , ,

1

L

m i m m j m i m i m i
i

λ
=

= ∑U X U U V                            (11) 

由于 ,m jU 具有正交性，式(11)可简化为： 

( )TT
, , ,m j m m j m jλ=U X V                                (12) 

进而，将测量加速度响应投影到 ,m jU 的方向，得到测量加速度响应的第 j 阶成分： 
T

, , ,m j m j m j m=X U U X                                  (13) 

3.2. 损伤识别方程的投影 

由奇异值分解的特性可知，式(13)中较大奇异值对应的成分将代表测量信号的主要趋势成分，并且受

测量噪音影响较小。将前 d 个奇异值所在的空间取为投影子空间，将方程(6)中的计算加速度响应和不同

单元的灵敏度向量左乘 ( )T
, , , 1, ,m j m j j d=U U  ，即可得到对应的计算响应和灵敏度向量的子空间投影成分，

如式(14)和(15)所示 
T

, , ,c j m j m j c=X U U X                                   (14) 

T
, , ,i j m j m j iα α=S U U S                                  (15) 

因此可以将损伤识别方程向 ( ), , ,, , , 1, ,m i m i m i j dλ =U V 
所在的子空间进行投影，得到投影方程如式

(16)所示 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

T T
,1 ,1 ,1 ,1 ,1

1

T
, , , , ,

1

T T
, , , , ,

1

NE

m m i i m m c m
i

NE T
m j m j i i m j m j c m j

i

NE

m d m d i i m d m d c m d
i

α

α

α

α

α

α

=

=

=

 = −


 = −



 = −

∑

∑

∑

U U S U U X X

U U S U U X X

U U S U U X X

 



 



 

                    (16) 

3.3. 基于奇异值分解的时域灵敏度损伤识别求解过程 

本文采用正则化方法求解基于奇异值分解的时域灵敏度损伤识别方程，使用 L 曲线法确定最优正则

化阻尼参数λ，进行反问题分析求解每个迭代步的结构刚度变化率，最终叠加得到结构的总的刚度变化率

α ，即可确定结构的损伤位置和损伤程度。 
综上所述，基于奇异值分解时域结构灵敏度损伤识别的具体步骤如下： 
1) 测量损伤后的结构的加速度响应 mX ，建立完好结构的有限元模型，通过 Newmark-β方法计算得

到结构在完好状态下的加速度响应 cX ，基于式(1)~(4)计算得到灵敏度矩阵； 
2) 通过奇异值分解处理测量加速度响应，得到投影空间 ( )T

, , , 1, ,m j m j j d=U U  ；根据式(10)~(13)，重

构得到测量加速度受测量噪音影响较小的奇异值分解成分； 
3) 根据式(14)~(16)，计算得到投影后的损伤识别方程，对其进行正则化优化，得到刚度变化率 k∆α ； 

4) 令
1

k

k i
i=

= ∆∑α α ，更新有限元结构模型，并更新相应的计算加速度和灵敏度矩阵； 

5) 令 k = k + 1，重复步骤(3)和步骤(4)，当计算得到的结构刚度变化率满足式(17)时，停止迭代。 

1 3

1

10k k

k

α α
α
+ −

+

−
<                                 (17) 

6) 根据最终计算结果确定结构的损伤位置与程度。 

4. 数值模拟验证 

以七层单跨钢框架结构为例进行数值模拟研究，结构形式如图 1(a)所示。该钢架底部被约束，材料

的弹性模量为 206 GPa，梁柱的密度为 7800 kg/m3，梁上模拟配重的质量块重 3.5 kg，梁和柱的截面尺寸

分别为 8 mm × 50 mm 和 5mm × 50 mm。本文采用 56 个平面梁单元对结构进行模拟，数值模拟计算简图

如图 1(b)所示。 

4.1. 数值模拟工况 

在节点 15 的水平直方向作用有简谐动力荷载 F。设置的采样时长为 1.0 s，采样频率为 1000 Hz，即

采样时间间隔为 0.001 s。简谐 F 如下式所示： 

( ) ( ) ( )65sin 30π 60sin 60π 55sin 80πF t t t= + +  

在数值模拟计算过程中，高斯白噪声被用来模拟测量噪音，因此测量加速度响应可以通过计算加上

人工模拟的白噪音取得，通常可以表示为： 

( )m cm p cm noiseE σ= +X X X N                                 (18) 
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(a) 钢框架的尺寸(m)                             (b) 钢框架的有限元模型 

Figure 1. Frame layout and finite element model 
图 1. 框架结构简图及有限元模型 

 
其中 cmX 为计算的损伤结构的加速度(通过有限元模拟得到)， pE 代表噪音水平的大小， ( )cmσ X 为真实

加速度的标准差， noiseN 表示均值为零、标准差为一的正态分布随机向量。 
应用本文提出的基于奇异值分解和时域灵敏度分析的损伤识别方法对其进行损伤识别的数值模拟验

证。分别模拟测量噪音水平在 10%和 20%两种情况，并将识别结果与传统的灵敏度识别结果进行对比。 

4.2. 测量信号奇异值分解及信号成分选取 

假设单元 8 和单元 12 的刚度分别下降 15%，节点 7、9、11 和 13 位置处装设加速度传感器进行测量。

分别模拟测量噪音水平在 0%、10%和 20%三种情况，并对测量响应信号进行奇异值分析，对应的四阶奇
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异值如表 1 所示。 
由表 1 可见，前两阶奇异值远大于后两阶奇异值，由此可知前两阶奇异值对应的分解成分包含振动

信号的大部分有效成分，并且受测量噪音影响较小。 

4.3. 损伤识别结果 

根据上一节的分析，选取前两阶成分作为投影空间对识别方程进行投影处理，分别添加 10%和 20%
的高斯白噪音在测量响应中，将本文提出方法得到的损伤识别结果与传统的灵敏度损伤识别方法的结果

进行对比，结果如图 2 所示。 
 

 
(a) 

 
(b) 

Figure 2. Identification results. (a) Identification result with 10% noise; (b) Identification result with 20% noise 
图 2. 损伤识别结果对比图。(a) 10%噪音下识别结果；(b) 20%噪音下识别结果 
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Table 1. Singular values of the measured data 
表 1. 测量信号正交分解奇异值 

 一阶奇异值 二阶奇异值 三阶奇异值 四阶奇异值 

无噪音信号 207.63 192.33 79.90 15.16 

10%噪音信号 208.79 193.58 81.85 20.75 

20%噪音信号 209.55 194.37 83.71 33.10 

 
由图 2 可以看出，本文提出的基于奇异值分解和时域灵敏度的损伤识别方法的识别结果与结构的真

实损伤情况基本接近，损伤位置识别的非常精确，损伤程度也基本接近真实损伤情况。同时，出本文提

出方法的识别结果远远好于传统灵敏度分析方法的识别结果。传统灵敏度分析方法虽然也可以识别到该

结构损伤单元的位置，但由于本文采用的是对称结构，传统方法在框架另一侧对称位置处单元也识别到

了较大的损伤，但本文提出的方法对损伤的位置定位非常准确，对称位置处识别出的损伤几乎可以忽略。 

5. 结论 

本文提出了基于奇异值分解和时域灵敏度分析的框架结构损伤识别方法，并通过一个七层单跨的弯

曲型框架结构的数值模拟计算，说明了本文所提出的损伤识别方法的正确性和有效性。识别结果与传统

灵敏度分析的损伤识别方法的识别结果进行了对比，结果表明，相较于传统的时域灵敏度识别方法，本

文所提出的损伤识别方法具有较强的稳定性，可以有效识别测量噪音水平高达 20%情况下的结构损伤位

置及损伤程度，本文提出的损伤识别算法具有较好的抗噪音能力。本文的研究成果可以应用在结构状态

评估中，也可以为其类型结构的损伤识别提供参考。 
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