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Abstract: Since the complementarity problem is proposed, people have done series of research, propose a lot of 
efficient algorithms, more used methods are projection method, interior-point method, smooth (nonsmooth) 
Newton method, etc. In this paper, complementarity problem is convert into unconstrained optimization by using 
Fischer-Burmeister function, then unconstrained optimization is solved by modified generalized quasi-Newton 
algorithm. the improved algorithm has good numerical results verified by numerical experiments. 
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摘  要：互补问题自被提出至今，人们对它进行了一系列研究，提出了许多有效算法，比较常用的有

投影法、内点法、光滑(非光滑)牛顿法等。本文利用 Fischer-Burmeister 函数将互补问题转化为无约束

优化问题，再利用修正的广义拟牛顿算法求解。改进后的算法经数值实验验证有良好的数值效果。 
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1. 引言 

互补问题在工程和经济领域中的应用非常广泛，如力学中的弹塑性分析问题、接触问题、蠕变问题、土力

学问题、润滑力学问题等都可以转化为如下的互补问题来求解[1-4]：对于   : n nF x R R ，求一点 nx R 使得 

   0, 0, 0Tx F x x F x   . 

互补问题的研究过程中，涌现出了许多求解算法。光滑牛顿法简单优越，但是即使一个线性互补问题，转化后

的方程往往是线性的，且非线性程度较高，导致理论和计算的复杂化；投影类算法法每次迭代运算量少，存储

量少，保稀疏性，但其收敛速率被认为是最多线性的；无约束优化法较为成熟，因此本文算法只需选取适当的

势函数将互补问题转化为无约束优化问题，再对其求解。Mangasarian 和 Soldow 给出一个可微的势函数，并且

证明了解势函数与解互补问题的等价性，为以后的研究工作做了理论基础[5]。对于无约束优化问题，BYRD R. H.

做了非拟牛顿算法的研究[6,7]，随后陈兰平提出一种基于 Broyden 族的非拟牛顿算法，并证明了非拟牛顿凸族的

收敛性[8]。陈兰平提出的拟牛顿方程只有目标函数梯度信息[8]，本文对其做了改进，使它不仅包含目标函数梯度
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信息，还包含目标函数的信息，具有更广泛的形式。数值实验中，不仅验证了改进的算法的可行性，并且讨论

了算法计算速度较快时参数的取值。 

在第 2 章，讲述了互补问题转化成无约束问题的具体过程，并给出了修正的拟牛顿迭代公式；在第 3 章，

给出了本文修正广义拟牛顿算法的步骤；在第 4 章，对算法全局收敛性和超线性收敛性进行了论述证明；在第

5 章，数值实验表明，本文的算法是有效的。 

2. 预备知识 

  : n nF x R R ，求一点 nx R 使得 

   0, 0, 0Tx F x x F x   .                                  (1) 

当  F x 为线性函数时，称(1)为线性互补问题，记为  ,LCP M q ；否则，称(1)为非线性互补问题，记为  NCP F 。 

本文的方法是利用互补函数把互补问题转化为无约束最优化问题[9]，再用广义拟牛顿法求解，转化过程如下： 

 1 2, , ,
T

nx x x          , , ,
T

， 1 2 n x F x F x F x F x  ，取适当的互补函数令 ,a b ，令  
  

  

1 1,

,n n

x F x

x M

x F x






 
 

  
  
 

， 

    21

2
f x  x ，其中  为向量 2-范数。 

互补函数 要满足： ；推广之，可得到以下成立  ,a b   , 0 0, 0, 0a b a b ab     

*x 是  NCP F 的解 *x 是  x 的解。 

于是，互补问题最终转化为无约束优化问题  x ，其中      
  

  

1 1
2

,
1

,
2

,n n

x F x

f x x x M

x F x



 


 
 

   
  
 

。本文 fmin

所用的互补函数是 Fischer-Burmeister 函数   2 2,a b a b a b     。 

对于无约束最优化问题  min , nf x x R ，拟牛顿方程为 1k k ky B ，其中  f x 是二阶连续可微的， 1kB 为

Hessian 阵 的一个近似， 2
1kf x  

        1 1, , , ,k k k k k k k k k k k k s x x g f x y g x g x g f x f f x          , 

搜索方向 ，k kd g H k
1

k k
H B 。 

本文采用的广义拟牛顿迭代公式如下： 

 1

T T
Tk k k k k k

k k kT
kk k k

y y s s
V V

Q ty y
    

H H
H H

H k .                              (2) 

其中  1 2T k k k
k k k k T T

k k k k k

s y
V y y

y s y y

 
  

 

H
H

H
，  kQ t 是 T

k ky s 和 的凸组合， kR

     1 , 0,T
k k k kQ t ty s t R t    1 ，  1

12 k k T T
k k kR f f g s g

    k ks . 

当 时，(2)式即为 Broyden 族校正公式；当1t   0,1t ，(2)式是非拟的拟牛顿校正公式。 

3. 修正的广义拟牛顿算法 

给定初始点 0
nx R ，初始矩阵 。 1

0 0 0,n n n nR R   B H B 

选择充分小的 0  ， ，令   0,1 , 0,1   0k  。 
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1) 确定下降方向 。 k kd g H k

2) 取步长 km
k  ，其中， 是满足下式的最小非负整数， km

     , 0,1 , 0,1m m T
k k k k kf x d f g d        . 

3) 求 1,k k k k kx x x d   。 

4) 若 kg  ，则停止；否则，转 5)。 

5) 利用校正公式

 
1

1

0

0

T
k k

T T
k T Tk k k k k k

k k k k k kT
kk k k

y s

y y s s
V V y s

Q ty y




 k 


 
    



，                                若

，若

H
H H HH H

H
. 

计算 1kH ，令 ，转 1)。 1k k 

4. 全局收敛性和超线性收敛性 

假设 1 1)  f x 在 上二阶连续可微；2) nR  f x 在水平集内是一致凸函数。 

假设 2 1)  f x 在 上二阶连续可微；2) nR  f x 在局部极小值点 *x 的 Hessian 矩阵  *xG 正定；3) 存在 *x

点的一个邻域  * ,N x  ，使得  xG 在该邻域内 Lipschitz 连续。 

引理 1 设 kH 正定，则校正公式 2)使 1kΗ 保持正定。 

证明：将 kH 分解为 ，对 ，令 ，则有下面三个不等式成立 T
k kL LH k 0 T

k,nz R z   ,T
k k k ka L z b L s 

 2

0
TT
k kT Tk k k k

k k kT T
k k k k k

a by y
z z a a

y y b b

 
   

 

H HH
H

 , 

     
 2

1 1
( )

TT
kT T Tk k

k k k k k k
k k

z ss s
z ty s t R z ty s t R

Q t Q t

      0          
 0Ty s 

z

(限定 ), k k

   2
0T T T

k k kz V V z z V   , 

且三个等号不能同时成立，故 大于零。即1
T

kz H 1kH 为正定矩阵。 

定理 1 设 是由修正的校正公式产生的非奇异矩阵序列，在假设 1 条件下，迭代序列kB kx 收敛到  f x 的

极小值点。 

证明：记 ,
T T
k k k k

k kT T
k k k k

y s y y
m M

s y s
  ，引理 5.71[10]，存在与 k 无关的正常数 ，使得 。 ,m M ,k km m M M 

对修正的校正公式
 

 1 2

TT
k k k Tk k k k

k k kT T
k k k k k

Q t y ys s
V V

s s y s
    

B B
B B

B k ， 

两边求迹得    
 

2 2
2

1 2

k k k k
k k T T

k k k k k

s Q y
tr tr V

s s y s
    

B
B B

B k 。 

为求 1kB 的行列式，我们先给出一个有关秩-2 校正矩阵行列式的计算式和求矩阵逆公式： 

 det 1T TI uv u v   ,  
1 1

1 1
11

T
T

T

A uv A
A uv A

v A u

  
  


. 

推广之：     1 2 3 4 1 2 3 4 1 4 2 3det 1 1T T T T T TI u u u u u u u u u u u u      ， 

   
 

   
 

1

1 2 2
det det det det

T TT T
k k k k k k kk k k k k k k

k k kT TT T
k k k k k kk k k k

Q t y y Q t y ys s s s
I

s s s sy s y s





  
           
  

BB B B
B B B

B B






. 
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记
 
 

1

1 2 3 2
, , ,k k kT Tk

k k kT T
k k k k k

Q t ys
u u s u u

s s y s



    
B

B
B 4 y ， 

1 2 1
T

T k k k
T
k k k

s s
u u

s s
   

B
B

, 
 
 

 1

2 3 2

T
k k k k k kT

TT
k kk k

Q t s y Q t
u u

y sy s



 
B B

, 1 4

T
T k k

T
k k k

y s
u u

s s
 

B
. 

因此
 
 

 1

2
det

TT
k k k k kk k k

T TT
k k k k k kk k

Q t y y Q ts s
I

s s s s
   

y s

 
     
 

BB
B B

，
 

1det det k
k k T

k k k

Q t

s s  B B
B

。 

令 cos ,
T T
k k k k k k

k k T
k k k k k

s s s
q

s s

s

s s
  

B B
B

， 

             
1det det det det

T T
k k kk k k k k

k k k kT T T T
kk k k k k k k k k k k k

Q t Q t Q ty s s s m

qs s y s s s s s y s
         B B B B

B B T
, 

      

2 2
2

2 2

2 2

2

2

( )

2 2
       

cos cos

T
k k kT k k k

k k k k T T T T
k k k k k k k k k k

T T T
k k kk k k k k k k k k k k k

kT T T T T
k k kk k k k k k k k k k k k

y sy s
V s s

y s y s s s s s

y ss s s s y s M M q q
q

m my s s s y s y s s s  

 
     
 

       

BBB
B B

BB B
B

, 

其中
2 cos

T T
k k k k k k k k

T
k kk k k k

y s y s M q

my s m s 
 

B B
。 

     
1 2 2

2

coscos cos
k kk k k k

k k kT
k k kk k k k

M Q tq M M q
tr tr q

m my



kq

  

 
      

 
B B . 

对对称正定矩阵 B，定义函数       In dettr  B B B ，则   0 B 。 

设 1 2, , , n    为 B 的 n 个特征根，则         
1

In det In 0i i
i

tr 


n

   B B B 



。 

函数 在 上非正。   1 Inh t t t   0,

      

     

           

1 1 1

2 2

2

In det

2
             In

coscos cos

2
             In 1 1 1

cos

k k k

k k kk k k k k k
k kT T

k k k kk k k k k k

k k k k k k
k kT T

kk k k k k

tr

M Q t Q tq M M q q m
q

m m qy s y s

Q t m M Q t q M
q

my s y s



 
 

    


   

    
          

    

 
            

 

B B B

B

B

       

 
 

 
 

2 2

2

In
cos

             In 1

1 cos 2 cos cos
             1 1 1 In

1 cos

k k
k

k k

k k k k
k T T

k k k k

k k k k k k k

k k
k k

M q
q

m

Q t m M Q t

y s y s

m M M m
q q

m



 

    
 

 

     
   

 
      

 
            

  

B

. 

假设 。则 ，有2

0
lim cos 0k
k




 1 10,k k    k  2 1
cos 1

2k    。 

令
 
 

2

2

1 cos

1 cos
k

k
k

T
  
 

 



。则 2

2

1
, In In2 In cos

2cosk k
k

T T k
    。 
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              

           

          

1

2

In 1 1 1 1 In

            In 1 1 In 1 In

            In 1 1 In2 In cos

k k k k
k k k k kT T

k k k k

k k k k
k k k kT T

k k k k

k k k k
k kT T

k k k k

Q t m M Q t
q T q

y s y s

Q t m M Q t
q T q

y s y s

Q t m M Q t

y s y s

    

  

  



 
           

 
 

          
 
 

         
 

B B

B

B





2

. 

由假设知：对上述的 有 1 2 1, 0,k k k k k    

       2 2
In cos In 1 1 In2

1
k k k k

k T T
k k k k

Q t m M Q t

y s y s
 


 

          
 . 

代入上不等式，有 

           

           

1

2

In 1 1 In2

             1 In 1 1 In2

k k k k
k k T T

k k k k

k k k k
k T T

k k k k

Q t m M Q t

y s y s

Q t m M Q t
k k

y s y s

   

 



 
        

 


 

          
 

B B

B
. 

不等式右端趋近于负无穷，矛盾，假设不成立。 

这样便存在 kx 的无穷子列 
0

k N
x 和 0 0  ，使得对 0 0,cos kk N     。在假设 1 条件下，定理 2.3.1 成立

[10]，利用 Zoutendijk 条件可以推出数列 
0

k N
g 0 。由于  f x 在水平集上是一致凸函数，稳定点与最小值点

是一致的，也是唯一的。这样便可推出点列 kx 收敛到目标函数的唯一极小值点。 

定理 2 在假设 2 下，若迭代点列 kx 收敛到最优解 *x ，步长有界且 kx 满足 *

1
k

k

x x




   ，则 kx 超线

性收敛到 *x 。 

证明：类似于文献[6,11,12]中 Broyden 族算法超线性收敛的证明，可得结论成立。因证明过长在此略。 

5. 数值实验 

本节在数学软件 matlab 7.0 环境下对互补问题进行数值实验，下面是一个经典的非线性互补算例。 

 

2 2
1 1 2 2 3 4

2 2
1 1 2 3 4

2 2
1 1 2 2 3 4

2 2
1 2 3 4

3 2 2 3 6

2 10 2

3 2 2 9

3 2 3 3

x x x x x x

x x x x x
F x

x x x x x x

x x x x

2

9

     
 

           
 

     

. 

实验中都取 0.4  ， 0.5  ， ，表 1 中取510  0.55, 0.5t   。 
 

Table 1. Effectiveness of the algorithm 
表 1. 算法有效性 

初始点 最优点 迭代次数 最优值 

(2,1,1,1)T (1.2247,0.0000,0.0000,0.5000)T 30 2.8568e–011 

(1,4,5,1)T (1.0000,0.0000,3.0000,0.0000)T 24 2.0025e–013 

(4,1,1,6)T (1.2247,0.0000,0.0000,0.5000)T 34 1.2085e–012 

(100,0.5,0.1,10)T (1.2247,0.0000,0.0000,0.5000)T 32 3.1677e–012 

(10,0.5,10,1)T (1.0000,0.0000,3.0000,0.0000)T 26 6.5622e–013 

 

此互补问题有两组解  6 2,0,0,1 2
T
和 ，所取的 5 个初始点能够求得这两组解，表 1 可验证本文1,0,3,0

T
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
算法的有效性和全局收敛性。 

表 2 取初始点 ，格中上一行是最优值，下一行是迭代次数。格中*表示求得解 

，不加*表示求得解   。 

1,4,5,1
T

 00,0.50001.2247,0.0000,0.00
T

1.0000,0.0000,3.0000,0.0000
T

 
Table 2. Exploration of the calculation speed 

表 2. 计算速度探索 

     ρ 
t 

0.3 0.45 0.5 0.6 0.75 0.9 

0.3 
6.9099e–014 

41 
6.9754e–011 

46 
1.3940e–012 

46 
7.4963e–013 

36 
2.1207e–012 

31 
0.0630 

125 

0.45 
4.0898e–012 

52 
1.2922e–011 

37 
8.9246e–013 

32 
8.8529e–015 

33 
4.0264e–013 

24 
1.1747e–012 

201 

0.5 
3.7457e–012 

59 
3.3100e–014 

38 
6.5403e–012 

31 
4.2646e–012 

25 
8.5990e–013 

24 
1.4983e–013 

138 

0.6 
1.6075e–012 

53 
1.2108e–013 

39 
2.8874e–012 

33 
2.1244e–013 

29 
3.8813e–013 

26 
1.3273e–012 

112* 

0.75 
1.1007e–012 

42 
2.9526e–013 

32 
1.0549e–012 

31 
2.6751e–013 

26 
8.2304e–014 

24 
4.4525e–012 

81* 

0.9 
1.6216e–013 

37 
4.7631e–013 

29 
1.0725e–011 

25 
1.6679e–013 

25 
1.3665e–013 

26 
4.0754e–012 

51* 

1 
2.5390e–012 

30 
1.1277e–013 

30 
3.0698e–013 

27 
1.4660e–014 

24 
6.6347e–013 

26 
8.9073e–016 

61 

 

由表 2 可知，变化 t 和  的值，算法的计算速度也会不同。当 0.9, 0.3t   时，最优值是 0.0630，明显不

是恰当的最优值，因此线搜索中  的取值也会影响收敛速度的大小。t 的值固定，  在 0.6~0.75 之间时，计算

速度相对是较快的；  的值固定，t 在 0.75~1 之间时，计算速度相对较快。 

通过实验数据分析表明，改进算法具有有效性和全局收敛性，并且具有良好的数值效果和较快的收敛速度，

将参数  和 t 分别限定在某个范围时，收敛速度达到最快。 

6. 结论 

本文利用互补函数将互补问题转化为无约束优化问题，再利用修正的广义拟牛顿算法求解。改进后的算法

经数值实验验证有良好的数值效果。本文算法的校正公式中参数 取值时和 Broyden 族校正公式类似，某些取

值可能比 BFGS 算法的数值效果更好，还有待深入探索。 
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