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Abstract 
A helicoidal surface in Minkowski 3-sapce is defined as the orbit of a plane curve under a screw 
motion. In this paper, we study a kind of helicoidal surface with light-like axis in Minkowski 
3-space. As a result, we constructed the representation formulas for these helicoidal surfaces with 
meaning curvature H and Guass curvature K satisfying a1H2 + a2K = g(s). 
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摘  要 

三维Minkowski空间中，螺旋面由一条平面曲线进行螺旋运动生成。本文研究以类光向量为轴进行螺旋

运动所生成的螺旋面，主要讨论平均曲率H和高斯曲率K满足关系式a1H2 + a2K = g(s)的螺旋面的存在性
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以及表达式。 
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1. 引言 

狭义相对论的提出，促使了 Minkowski 空间几何的产生(见[1])，Minkowski 空间是具有一个负指标的

Lorentz 空间(见[2])。越来越多的数学家开始讨论 Minkowski 空间中的曲线和曲面(见[3]-[5])，例如：

Bertrand 曲线、直纹面、旋转曲面、螺旋面等，其中螺旋面由一条平面曲线进行螺旋运动生成，其鲜明

的几何性质引起了大家的兴趣。1990 年，Dillen 和 Kuhnel 在[6]中确定了三维 Minkowski 空间的螺旋运动

群。Rafael Lopez 和 Esma Demir 在[7]中研究了平均曲率 H 和高斯曲率 K 为常值的螺旋面。Beneki，
Kaimakamis和 Papantoniou在[8] [9]中讨论了平均曲率H或高斯曲率K为给定光滑函数的螺旋面。2007 年，

侯中华和纪凤辉在[10] [11]中构造出平均曲率 H 和高斯曲率 K 满足关系式 2H K= 的螺旋面的表达式。 
设 3

1E 为 3 维 Minkowski 空间， [ ]1 2 3; , ,o e e e 为 3
1E 空间的伪正交标架(见[11])，即 

1 1 1 2 2 3 3 3 1 3 2 2 3 1, , , , 0, , , , 1,e e e e e e e e e e e e e e= = = = = = =  

则对 3
1E 中任意的 ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,x x x y y yα β= = 有 

1 3 2 2 3 1, x y x y x yα β = + +  

在 3
1E 中，以类光向量 3e 为轴进行旋转，旋转矩阵为 

2

1 0 0
1 0 ,

1
2

t t R
t t

 
 
 

∈ 
 
 − − 
 

 

设生成曲线 ( ) ( )( ),0,r s s x s= ， s R∈ ，在伪正交标架 [ ]1 2 3; , ,o e e e 下，以类光向量 3e 为轴进行螺旋运

动，螺旋面的一般形式为 

( )
2

, , , ( )
2

stX s t s st x s ht
 

= − + 
 

                            (1.1) 

其中 , , 0s t R h∈ > 表示螺距。本文主要讨论：在 3
1E 中，平均曲率 H 和高斯曲率 K 满足关系式

( )2
1 2a H a K g s+ = 时，沿类光方向进行螺旋运动的螺旋面的存在性以及表达式，其中 1 2,a a 为常数， ( )g s

为给定光滑函数。 
下面给出本文所要证明的主要结论。 
定理 1：在伪正交标架下，以类光向量 3e 为轴进行螺旋运动所生成的螺旋面满足 ( )2

1 2a H a K g s+ = ,
其中 1 2,a a 为常数， , 0s R s∈ ≠ ，则 

1)若 ( ) ( )1 1 1 20, 0, 0g s a a a a= ≠ + ≥ ，则螺旋面的表达式为 

( )
( )

2 2

2
1

1, , , d ,
2 22
h stX s t s st s ht c

sc s λε η

 
 = − − + +
 
 

∫  
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且生成曲线为 

( )
( )

2

2
1

1,0, d ,
22
hr s s s c

sc s λε η

 
 = − +
 
 

∫  

其中 1 2,c c 为积分常数， 1ε = ± ，
( )1 2 2 1 2

1

2 4 4a a a a a
a
εη

λ
− − ± +

= ，当 0s > 时， 1η = ；当 0s < 时， 1η = − 。 

2) 若 ( ) 2
3 3 3, , , 0

m

g s a s a m R a= ∈ ≠ ，则螺旋面的表达式为 

( )
2 2

34
3 2

1 1, , , d ,
2 2 2 2m

m h stX s t s st F s ht c
a s

s
+

 
  = − − + +   

 
∫  

且生成曲线为 

( )
2

34
3 2

1 1,0, d ,
2 2 2m

m hr s s F s c
a s

s
+

 
  = − +   

 
∫  

其中 1ε = ± ，
( ) ( )2

1 2 1 21

2 64 4
a a m a am a mF

ε ε ε
+ +  = + + 

 
， 3c 为积分常数。 

注 1.1：当 1ε = 时，螺旋面为类空曲面；当 1ε = − 时，螺旋面为类时曲面(见定义 2.3)。 
注 1.2：本文不考虑类光曲面，即 ( )2 22 0s x s h′ − = 的情况。 

注 1.3：当 1

2

1a
a

= − ， ( ) 0g s = 时，即 2H K= ，侯中华和纪凤辉在[9]中已研究了满足该条件的螺旋； 

当 1 0a = 或 2 0a = 时，即平均曲率 H 和高斯曲率 K 为给定的光滑函数，Beneki，Kaimakamis 和

Papantoniou 在[7] [8]中已讨论了满足该条件的螺旋面。本文研究的是一类混合问题，是对上述结果的补充。 
注 1.4： ( )g s 为一般函数时，也可得到存在性结果(见推广 2)。 

2. 背景知识 

定义 2.1：设 3
1E 是三维 Minkowski 空间，对任意的 3

1 , 0Eα α∈ ≠ 有如下定义 
1) , 0α α > ，则称α 是类空向量； 
2) , 0α α < ，则称α 是类时向量； 
3) , 0α α = ，则称α 是类光向量。 

定义 2.2：设 ( ),X s t 是 3
1E 中的曲面， s t

s t

X XU
X X

×
=

×
为曲面的法向量，则 

1) ( ) ( )2 2I d 2 d d dE s F s t G t= + + 称为曲面的第一基本形式，其中 , , ,s s s tE X X F X X= = ，

,t tG X X= 称为第一基本量； 
2) ( ) ( )2 2II d 2 d d dL s M s t N t= + + 称为曲面的第二基本形式，其中 , , ,ss stL U X M U X= = ，

, ttN U X= 称为第二基本量。 
定义2.3：当 2 0EG F− > 时，称曲面为类空曲面；当 2 0EG F− < 时，称曲面为类时曲面；当 2 0EG F− =

时，称曲面为类光曲面。 
定义 2.4：设 ( ),X s t 是 3

1E 中的曲面，则曲面的平均曲率 H 和高斯曲率 K 为 

( )
2

22

2 , .
2

LG MF NE LN MH K
EG FEG F

− + −
= =

−−
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定义 2.5：对 3
1E 中任意的 ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,x x x x y y y y= = ，若取标架为伪正交标架，则 ,x y 的外积为 

3 1 2 31 2

3 1 2 31 2

, , .
x x x xx x

x y
y y y yy y

 × =  
  

 

3. 主要结论的证明 

本节给出主要定理的证明过程。 
证明：满足(1.1)式的螺旋面 ( ),X s t 的第一基本形式、第二基本形式分别为 

( )( ) ( )2 22I 2 d 2 d d d ,x s s h s t s t′= + +  

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
2

2 2

2 2 2 2 2 2

2II d d d d .
2 2 2

sx s h ss s t t
s x s h s x s h s x s h

′′
= − −

′ ′ ′− − −
 

根据定义 2.4 有 

( ) ( )
( )( )( )

( )
( )( )

3 2 2 3 2

3 2 22 22 2

2 2
, ,

22 2

s x s s x s h s x s h
H K

s x s hs x s h εε ε

′′ ′ ′′− + +
= = −

′ −′ −
 

其中 1ε = ± ，当 1ε = 即 ( )2 22 0s x s h′ − > 时，螺旋面为类空曲面；当 1ε = − 即 ( )2 22 0s x s h′ − < 时，螺旋面

为类时曲面。 

( ) ( )
( )( )( )

( )
( )( )

2
3 2 2 3 2

2
1 2 1 23 2 22 22 2

2 2
,

22 2

s x s s x s h s x s h
a H a K a a

s x s hs x s h εε ε

   ′′ ′ ′′− + +   + = + −    ′ −′ −   

 

其中 

( ) ( )
( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )( )

2
2 26 4 4 5 3 2 2 23 2 2

3 2 35 2 22 2

24 2 2 3 2

32 2

24 3 2

3 22 2 2 2

4 4 4 4 82 2

4 22 2

2 4 2

4 2

2
,

4 2 2

s x s s x s h s x s x s s h x s s h x ss x s s x s h

s x s hs x s h

s sx s x s s x s h s x s h

s x s h

s sx s x s s x s h

s x s h s x s h

εε ε

ε

ε ε

  ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′+ + − + −′′ ′− +  = 
′ −′ − 

′′ ′ ′ ′′+ − − +
=

′ −

′′ ′+ ′′ +
= −

′ ′− −

 

于是 

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )( )

2 3 24
2 1 1 2

1 2 3 22 2 2 2

2
,

4 2 2

sx s x s s x s ha s a aa H a K
s x s h s x s hε ε

′′ ′+ ′′ ++
+ = −

′ ′− −
 

又因为 

( ) ( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( )

3 2

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 1 1 1 1, ,
2 22 2 22 2

sx s x s s x s h s
s s x s h s x s h s x s hs x s h s x s h

′ ′   ′′ ′ ′′+ +
= − = − −      ′ ′ ′− − −′ ′− −   

 

不妨令
( )2 2

1
2

A
s x s h

=
′ −

，从而可得 
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( ) ( )
2

22 1 1 2 1 2
1 2 .

16 2
a s a a a aa H a K A sA A g s

Aε ε ε
+ +′ ′+ = + + =                   (3.1) 

1) 若 ( ) 0g s = 时，有 

( )
2

21 1 2 1 2 0,
16 2
a s a a a aA sA A

Aε ε ε
+ +′ ′+ + =  

即 
22

1 1 2 1 2 0,
16 2
a s a a a aA As

A Aε ε ε
′ ′+ +  + + = 

 
                          (3.2) 

令
A B
A
′
= ，则(3.2)等价于 

2 21 1 2 1 2 0,
16 2
a a a a as B sB
ε ε ε

+ +
+ + =  

当 ( )1 1 1 20, 0a a a a≠ + ≥ 时，有 

( ) ( ) 2
1 2 2 1 2

2
1

4 4
, 1,2,i

a a s a a a s
B i

a s
ε− + ± +

= =  

那么 

( ) ( )
( ) ( )1 2 2 1 2

1

4 4

1 1 ,i
a a a a a

B
aA c s c s
εη

η η
− + ± +

= =  

即 

( )( ) ( ) ( )
( )1 2 2 1 2

1

4( ) 4

1 12 2

1 ,
2

i
a a a a a

B
ac s c s

s x s h

εη

η η
ε

− + ± +

= =
′ −

 

则 

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

1 2 2 1 2

1

1 2 2 1 2

1

2

24 4
2

1

2

22 4 4

1

1
2

2

1 ,
2

2

a a a a a
a

a a a a a
a

hx s
s

s c s

h
s

c s

εη

εη

ε η

ε η

− + ± +

− + ± +

′ = +

= +

 

其中 1c 为积分常数，当 0s > 时， 1η = ；当 0s < 时， 1η = − 。 
对上式两边积分可得 

( )
( )

2

2
1

1 d ,
22
hx s s c

sc s λε η
= − +∫  

其中 2c 为积分常数，
( )1 2 2 1 2

1

2 4 4a a a a a
a
εη

λ
− − ± +

= ，当 0s > 时， 1η = ；当 0s < 时， 1η = − 。 

2) 若 ( ) 2
3 3 3, , , 0

m

g s a s a m R a= ∈ ≠ ，即 

( )
2

21 1 2 1 2 2
3 ,

16 2

ma s a a a aA sA A a s
Aε ε ε

+ +′ ′+ + =                        (3.3) 
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设 ( ) 2
m

A s bs=  (b 为待定系数)为(3.3)式的解，将 ( )A s 、 ( )A s′ 带入(3.3)式有 

( ) ( )2
1 2 1 21

3,
64 4

a a m a aa mb a
ε ε ε

 + +
+ + = 

 
 

这里仅考虑
( ) ( )2

1 2 1 21 0
2 64 4

a a m a am a mF
ε ε ε

+ +  = + + ≠ 
 

的情况。 

即 

3 ,

2

ab
mF

=
 
 
 

 

因此 

( ) ( )
3 2

2 2

1 ,
2

2

maA s s
ms x s h F

= =
′ −  

 
 

 

从而可得 

( )
2

34
3 2

1 1 d ,
2 2m
m hx s F s c

a s
s

+
 = − + 
  ∫

 

其中 3c 为积分常数。 
对更一般的 ( )g s ，也可以有 

推广 2：若 ( ) ( )1
2 1 2 0

a g s
a a a

Aε
+ + ≥ ，则(3.1)式在至少在区间 0s s ξ− ≤ 上存在一解。 

证明：若 ( ) ( )1
2 1 2 0

a g s
a a a

Aε
+ + ≥ ，则(3.1)有解等价于 

( )
( ) ( ) ( )1

1 2 2 1 2

1

4 4
, ,

a g s
a a A A a a a

Af A s
a s

ε
ε

− + ± + +
=  

有解。因为 ( )2 22 0s x s h′ − ≠ ，即 ( )
2

22
hx s
s

′ ≠ 时， ( )A s 是连续函数，又 ( )g s 为连续函数，所以 ( ),f A s 是 

连续的。因此， ( ),f A s 在区间 0s s ξ− ≤ 上连续有界。由经典的 Peano 解的存在性定理可知， ( ),f A s 至

少在区间 0s s ξ− ≤ 上存在一解，因此，(3.1)式至少在区间 0s s ξ− ≤ 上存在一解。 
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