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Abstract 
In the model of chemical graph theory, the molecular structure is represented as a graph: atoms 
represented by vertices and chemical bonds between atoms were expressed as edges. In this pa-
per, we calculate the distance for each pair of vertex in Harary graph H2m,n by means of graph 
analysis, and then determine the expressions of Wiener related indices for Harary graph H2m,n ac-
cording to the definition of topological indices. 
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摘  要 

化学图论其模型是用图结构来表示分子：原子用顶点来表示，原子之间的化学健用边来表示。本文利用
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图分析的方法计算Harary图H2m,n每对顶点的距离，并根据拓扑指数的定义给出维纳相关指数的表达式。 
 
关键词 

Harary图，修改的维纳指数，Harary指数，乘法维纳指数 

 
 

1. 引言 

在化学图论和分子拓扑学中，对于不同的拓扑指数虽然可以用不同的方法计算得到，但其基本的思

想及方法基础是一样的，那就是要确定原子的属性或分子图节点的化学特征(例如采用原子的分子连接度

和原子共价半径等)、原子间的连接关系(键属性)以及利用各种分子图不变量(例如顶点数目、边数目、等

长度路径数目、连接矩阵顶点度、分子图的特征多项式和图谱等) [1]。 
随着化学实验条件的改善和新化学生物技术的革新，大量的新化合物和药物涌现出来。近年来，有

太多新发现的化合物、材料和药物急剧增长。这些新化学结构，都要鉴定它们的物理、化学和生物特征，

这使得化学和制药领域的研究者的工作量大大增加。怎样才能精确、有效、快捷地知道新物质的特性成

为现在科研的一个新的挑战。更多详细信息可以参看文献[2]-[6]。 
研究实验表明：化合物和药物的部分特性离不开化学分子结构。所以，部分学者在分子结构图上定

义了一些指标，如维纳指数，超维纳指数等，通过计算这些指数来得知它们的化学性质。这种方法可以

大大减轻了鉴定药物特性的工作量，可以直接通过计算得出这些化学物质的特性，免去了化学实验，节

约成本。关于指数信息可以参看文献[7]-[14]。 
在理论化学中，其计算模型是用图结构来表示分子结构：其中原子用顶点来表示，原子之间的化学

健用边来表示。一般地，设 ( ) ( )( ),G V G E G= 是一个图，用顶点集合 ( )V G 即为原子集合，边集合 ( )E G
则为化学键集合。 

修改的维纳指数是原维纳指数的扩展，定义为 

( ) ( )
{ } ( ),

,
u v V G

W G d u v λ
λ

⊆

= ∑ ， 

其中 λ 是非零实数。可见当 1λ = 时，修改的维纳指数即为维纳指数。 
修改的超维纳指数是超维纳指数的扩展，定义为 

( ) ( )
{ } ( )

( )
{ } ( )

2

, ,

1 , ,
2 u v V G u v V G

WW G d u v d u vλ λ
λ

⊆ ⊆

 
= +  

 
∑ ∑ 。 

乘法维纳指数是维纳指数的另一种表现形式，定义为 

( ) ( )
{ } ( ),

,
u v V G

G d u vπ
⊆

= ∏ 。 

此外，对数乘法维纳指数定义为 

( ) ( )
{ } ( ),

ln 2 ,
u v v G

G d u v
⊆

 
∏ =   

 
∏  

Harary 指数是一类和维纳指数相关的指标，定义为 

( )H G  = 
{ , } ( )

1
( , )u v V G d u v⊆

∑ 。 
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对应的 Harary 多项式则定义为 

( ) ( ){ } ( ),

1
,u v V G

H G
d u v⊆

= ∑ 。 

上述 Harary 指数通常称为第一类 Harary 指数，而第二类和第三类 Harary 指数则定义为 

( ) ( ){ } ( )
1

,

1
, 1u v V G

H G
d u v⊆

=
+∑ ， 

( ) ( ){ } ( )
2

,

1
, 2u v V G

H G
d u v⊆

=
+∑ 。 

更一般地，广义 Harary 指数则定义为 

( ) ( ){ } ( ),

1
,t

u v V G
H G

d u v t⊆

=
+∑ ， 

其中 t 是一个非负整数。

 用 2 ,m nH 来表示 Harary 图，其中 n 表示 Harary 图的顶点数。若将其顶点表示成1, 2, , n ，则两顶点用

,i j 之间存在边当且仅当 i j m− ≤ 。图 1 给出当 3, 10m n= = 时的 Harary 图。 
本文将 Harary 图 2 ,m nH 的顶点对距离进行分析，并给出修改的维纳指数，Harary 指数和乘法维纳指

数的计算公式。 

2. 主要结论及证明 

根据 Harary 图 2 ,m nH 的定义，可知 ( ) ( )2 , ,m nV H n m n N= ∀ ∈ 。图中取两个顶点 ,i jv v 且满足 i j m− ≤ ，

它们之间的距离为 ( ), 1i jd v v = ，因此这个正则图边的数量为 ( ) ( )
2 ,

2
2m n

n m
E H mn= = 。另一方面从定义

可知所有 2 ,m nH 图的顶点都有相似的几何特征和拓扑结构，距离 i 点所有的路径总数就是顶点的个数。例

如对 ( )2 ,m nv v H∀ ∈ ，有 2m 条边，即有 2m 条距离为 1 的路径。从图的定义中可以看到 1, 2,3, ,i n∀ =  和

( ), 2 ,i i m m nv v v H+ ∈ ， ( ) { }( ), 2 1, 2,3, ,i i m jd v v j m± + = =  因为 ( )1 2 ,i m i m m nv v E H± ± + ∈ 和 

( ) ( )1, , 1i i m i m i md v v d v v± ± ± += = 。显然 ( )2 , , 2 2m nd H m= 。因为 { }1, 2,3, ,i n∀ ∈   ( )2 ,,i i m m nv v v H+ ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 3 1, , , , 1i i m i m i m i m i m i kmi k md v v d v v d v v d v v± ± ± ± ± ±± −= = = = = 满足
2
nk
m

 ≤   
。因此 1, ,d k∀ =    

( ),i i dmd v v d± = 。显然 ( ) ( ), 1 1, 2, , 1i i dm jd v v d j m± + = + = − 。由此可知，对于 Harary 图上的任意顶点 iv ，

图的直径 ( )2 ,m nD H 就是
2

, 1
2i ni

nd v v
m +  

     = +     
。同样顶点 iv 和

2
ni m j
r

v   ± +    

之间的距离也等于 ( )2 ,m nD H 。对

于所有的 1, 2, ,
2
nj  =   

 。容易看出如果 n 是奇数就由 ( )2 ,i m nv V H∀ ∈ ， , 1
2 2 2iv
n n nd H m
m m

      + = − ⋅            
，

当 n 为偶数时 ( )( ), 1
2 2 2
n n nd H d H m

m
    = − ⋅ −        

。所以当 n 为奇数时对应的 Hosoya 多项式为： 

2 1
2

2 ,
1 2 2

n
nm

d m
m n

d

n nH mnx n m x
m

 
     +  

=

    = + − ⋅        
∑  

当 n 为偶数时，设 n = 2q，对应的 Hosoya 多项式为： 
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Figure 1. The Harary graph H6,10 
图 1. Harary 图 H6,10 

 

1
2

2 ,2
1
2

q
qm

d m
m q

d

qH qmx q qm q x
m

 
     +  

=

  = + − −    
∑  

综合以上分析和计算，当 n 为奇数时， 

( )
2

2 ,
1

1
2 2 2

n
m

m n
d

n n nW H mnd n m
m m

λ
λ

λ

 
  

=

        = + − ⋅ +                
∑ ， 

( ) ( )
22

2
2 ,

1

1 1 1
2 2 2 2 2 2

n
m

m n
d

n n n n nWW H mn d d m
m m m

λ λ
λ λ

λ

 
  

=

              = + + − ⋅ + + +                          
∑ ， 

( )
2 2 2

2 ,
1

1
2

n n nn mm m mmn
m n

d

nH d
m

π

      −            

=

  = ⋅ +    
∏ ， 

( )
2 2 2

2 , 1
ln 2 1

2

n n nn mm m mmn
m n d

nH d
m

      −            

=

 
   Π = +      

 

， 

( )
2

2 ,
1

1
2 2 1

2

n
m

m n
d

mn n nH H n m
nd m m
m

 
  

=

    = + −           +  

∑ ， 

( )
2 1

2
2 ,

1

1,
2 2 1

2

n
nm

d m
m n

d

mn n nH H x x n m x
nd m m
m

 
     +  

=

    = + − ⋅           +  

∑ ，

 
( )

2

2 ,
1

1
2 2 1

2

n
m

t m n
d

mn n nH H n m
nd t m m t
m

 
  

=

    = + −    +       + +  

∑ 。

 

当 n 为偶数时， 
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( ) 2
2 ,2

1
2 1

q
m

m q
d

q qW H qmd q qm q
m m

λ
λ

λ

 
  

=

      = + − − ⋅ +            
∑  

( ) ( )
2

2 2
2 ,2

1
2 1 1

q
m

m q
d

q q qWW H qm d d q qm q
m m m

λ λ
λ λ

λ

 
  

=

            = + + − − ⋅ + + +                      
∑  

( )
2

2
2 ,2

1
1

q qq qm qm mqm
m q

d

qH d
m

π

   − −      

=

  = ⋅ +    
∏ ， 

( )
2

2
2 ,2 1

ln 2 1

q qq qm qm mqm
m q d

qH d
m

   − −      

=

 
   Π = ⋅ +      

 

， 

( ) 2
2 ,2

1

2 1

1

q
m

m q
d

qm qH H q qm q
qd m
m

 
  

=

  = + − − ⋅       +  

∑ ， 

( )
1

2
2 ,2

1

2 1, 2
1

q
nm

d m
m q

d

qm qH H x x q qm q x
qd m
m

 
     +  

=

  = + − − ⋅       +  

∑ ， 

( ) 2
2 ,2

1

2 12
1

q
m

t m q
d

qm qH H q qm q
qd t m t
m

 
  

=

  = + − −  +     + +  

∑ 。 

3. 总结 

化学指数的计算是近 10 年来理论化学研究的重点内容。由于其结果可帮助科研工作者直接了解化合

物的生物学和药理学特征，因此被广泛应用于化学、生物学、医学、药学、材料科学等领域。同时，其

技术方法深受不发达国家和地区科研工作者的重视。 
本文通过图结果分析，计算 Harary 图 2 ,m nH 中每一对顶点的距离，并由此对顶点对进行分类。再根

据拓扑指数的定义得到若干与维纳指数相关的计算结果。 
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注  释 
文中的“    ”表示取其中最接近它的较小的一个整数。 
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