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Abstract 
The concept of tensors is a generalization of matrices to high order. And there are some important 
applications in many scientific fields, such as data analysis, signal and image processing and so on. 
Tensor eigenvalue theory is an important aspect of tensor research and application. In this paper, 
two new eigenvalue inclusion sets for tensors are given, and it is proved that the new eigenvalue 
inclusion sets are tighter than the classical Gersgorin inclusion set. In addition, as applications of 
the results, two sufficient conditions for the (semi-)positive definite property of the even order 
symmetric tensors are obtained. 
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摘  要 

张量是矩阵的高阶推广，在数据分析、信号与图像处理等许多科学领域中都有重要应用，而张量的特征

值是张量理论和应用研究的一个重要方面。本文给出了两个新的张量特征值包含集，证明了所得的包含

集含于经典的Gersgorin特征值包含集中，并由其得到偶数阶实对称张量(半)正定性的两个充分条件。 
 
关键词 

张量，特征值包含集，对称张量，正定性 

 
 

1. 引言 

张量是矩阵的高阶推广，在信号图像处理[1]，非线性优化[2]，高阶统计学[3]，数据挖掘与处理[1]
和弹性分析[4]等方面有重要的应用。 

设
1 mi ia =  

 ，若 ( )
1 mi ia ∈


  ，其中 1, , ; 1, ,jj m i n= =  ，则称为 m 阶 n 维的复(实)张量，记

作 [ ] [ ]( ), ,m n m n∈  。显然，向量是一阶张量，矩阵是二阶张量。此外，若存在复(实) λ 和非零向量

[ ]1, , nx x x Τ=  满足多元齐次方程： 

[ ]11 mmx xλ −− = ， 

则称λ 为的特征值， x 为的相应于λ 的特征向量，其中 1mx − 和 [ ]1mx − 为 n 维向量，其第 i 个元

素分别为： 

( ) 2 2
2

1
, ,

, ,
m m

m

m
ii i i ii i i N

x a x x−

∈

= ∑




 和 [ ]( )1 1m m
ii

x x− −= 。 

若和 x 是实的，则λ 是实的，这时称λ 为张量的 H-特征值。 
设张量 [ ]

1

,
m

m n
i ia = ∈ 

 ，若它的每一个元素 ( )
1

0 0
mi ia ≥ >



，则称  为非负(正)张量，记作

( )0 0≥ > 。若对任意 mπ ∈Π 都有： 

( )1 1, , , ,m mi i i ia aπ=




， 

则称  为对称张量 [5]，其中 mΠ 是指标为 m 的置换群。令
1 , , mi iσ


为 Kronecher 符号，即若

1 2 mi i i= = = ，则
1 , , 1

mi iσ =


，否则
1 , , 0

mi iσ =


。用 ( )1 mi iΙ = Ι


表示 m 阶 n 维单位张量，其元素如下： 

1

21,   ,
0,  m

i m
i i

i i i= = =
Ι = 




若

否则.
 

设 [ ]
1

,
m

m n
i ia = ∈ 

 ，若的所有特征值都不为零，则称是非奇异的。称 [ ]
1

,
m

m n
i ia = ∈ 

 为

Z-张量，如果它的所有非对角元非正，即可表示为 s= −  ，其中 0s > ， 0≥  ([6]，定义 3)。此

外，若 ( )s ρ≥  ，则称为 M-张量；若 ( )s ρ>  ，则称为非奇异的 M-张量([6]，定义 4)。 
定义 1.1 ([6]，定义 8) 设 [ ]

1

,
m

m n
i ia = ∈ 

 ，用 ( )1 2 mi i i=
  表示的比较张量，其中： 

1 2

1 2

1 2

1 2, ,

, .
m

m

m

i i i m

i i i

i i i

a i i i

a

 = = == 
−







若

否则
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定义 1.2 ([6]，定义 9) 若张量的比较张量  是 M-张量，则称为 H-张量。若张量的比较张

量  是非奇异的 M-张量，则称为强 H-张量。 
设 ( ) [ ]

1

,
m

m n
i ia= ∈


 ，定义m 次齐次 n 元多项式 ( )f x 如下： 

( )
1 2 1 2

1 2, , ,
:

m m
m

i i i i i i
i i i N

f x x a x x x
∈

= = ∑




 ， ( )T
1 2, , , n

nx x x x= ∈  。 

设张量为偶数阶的实对称张量，若对任意的非零向量 nx∈ ， 0x >  ( 0x ≥ )，则是正(半)
定的。 

定理 1.1 ([5]，定理 5)设是偶数阶实对称张量，则是正(半)定的当且仅当的所有 H-特征值是

正(非负)的。 
张量的所有特征值构成的集合称为的谱，记作 ( )σ  。张量的特征值在张量理论和应用中具有

特别重要的意义，然而当张量的阶数和维数较高时，张量特征值的精确计算却是相当困难的。因此，张

量特征值的定位和估计成为当今学者们研究的一个热门问题[5] [7]-[9]。祁在[5]中把关于矩阵的著名的

Gerschgorin 特征值包含定理推广到实对称张量，这个结果很容易推广到一般的张量中，即有： 
定理 1.2 ([5]，定理 6) 设 [ ]

1

,
m

m n
i ia = ∈ 

 ，则 

( ) ( ) ( )i
i N

σ
∈

⊂ Γ = Γ


   ， 

其中 ( ) ( ){ }, ,;i i i iz z a rΓ = ∈ − ≤


  ， ( )
2

2
, , ,2

, ,
0

m
m

i i im

i ii i
i i N

r a
σ

∈
=

= ∑






 。 

2015 年，Li 等在文[9]中又给出张量特征值的如下包含区域。 
定理 1.3 ([9]，定理 2.1) 设 [ ]

1

,
m

m n
i ia = ∈ 

 ， 2n ≥ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),
,

ˆ
i i j i

i N i j N
i j

σ
∈ ∈

≠

 
   ⊂ Ω = Ω Ω Γ      

 



 

 

      

其中： 

( ) ( ){ }ˆ : i
i i i iz z a r∆Ω = ∈ − ≤



  ； 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ){ }, : i i i i
i j i i i j j j i jz z a r z a r r r∆ ∆ ∆ ∆Ω = ∈ − − − − ≤

 



     ； 

( )
( )

( )
( )

2 2
2 2

02

, , , ,

,i i
m m

im i m
iii m

i ii i i ii i
i i i i

r a r a
δ =

∆ ∆

∈∆ ∈∆

= =∑ ∑


 





  ； 

( ) { }{ }2 3 2, , , : 2, , , , , ,i m j mi i i j m i i i i i N∆ = ∈ = ∈  存在 使得 其中 ； 

( ) { }{ }2 3 2, , , : 2, , , , , ,i m j mi i i j m i i i i i N∆ = ∈ ≠ ∈  于任意的 都有 其中对 。 

定理 1.4 ([9]，定理 2.3) 设是 m 阶 n 维复张量， 2n ≥ ，则： ( ) ( )Ω ⊂ Γ  。 
本文继续张量特征值的定位问题的研究。在第二节，给出两个新的张量特征值包含区域，并对得到

的包含区域进行比较。在第三节给出几个数值例子。在第四节，应用所获张量特征值包含区域给出张量

正定(半正定)的几个充分性条件。 

2. 新的张量特征值包含区域 

最近，Wang 等在文[10]给出了张量的一个如下非奇异性条件。 
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引理 2.1 ([10]，定理 3.1) 设 [ ]
1

,
m

m n
i ia = ∈ 

 ，若 

( ) ( )1 1 , , ,m m
i i j j i ja a r r i j N i j− −> ∀ ∈ ≠
 

  ， 

则是非奇异的 H-张量。 
可得下面的张量的特征值包含区域。 
定理 2.1 设 [ ]

1

,
m

m n
i ia = ∈ 

 ， 2n ≥ ，则 

( ) ( ) ( ),
,

i j
i j N
i j

σ
∈
≠

⊂ Φ = Φ


   ， 

其中 ( ) ( )( ) ( ){ }11:
mm

ij i i j j i jz z a z a r r
−−Φ = ∈ − − ≤

 

   。 

证明：设 ( )λ σ∈  ，则λΙ −是奇异的。若 ( )λ ∉Φ  ，则 ( ), , ,ij i j N i jλ ∉Φ ∀ ∈ ≠ ，即 

( )( ) ( )11 , , ,
mm

i i j j i ja a r r i j N i jλ λ
−−− − > ∀ ∈ ≠

 

  。 

再由引理 2.1 知 λΙ −是非奇异的，产生矛盾，故 ( )λ ∈Φ  。  
注 2.1：当 2m = ，即退化为矩阵时： 

( ) ( ) ( ){ }:ij i i j j i jz z a z a r rΦ = ∈ − − ≤
 

   。 

这时定理 2.1 就是矩阵的 Brauer 特征值包含定理。 
下面我们给出另一个张量特征值包含区域。 
定理 2.2 设 [ ]

1

,
m

m n
i ia = ∈ 

 ， 2n ≥ ，则： 

( ) ( ) ( ),
,

i j
i j N
i j

σ
∈
≠

⊂ Ψ = Ψ


   ， 

其中 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ }11: i i
mm

ij i i j j j i jz z a z a r r r
−− ∆ ∆Ψ = ∈ − − − ≤

 

    。 

证明：对于任意的 ( )λ σ∈  ，设 ( ) { }1, , \ 0n
nx x x Τ= ∈  是相应的特征向量，则 

[ ]11 mmx xλ −− = 。                                   (1) 

设 { }max : , ,t s kx x x k N k s k t≥ ≥ ∈ ≠ ≠ ，则 0tx > 。由(1)式得： 

( )
2 2

2

1

0
m m

ti im

m
t t t ti i i ia x a x x

σ
λ −

=

− = ∑


 

 ， 

2 2
2

1

0
m m

ti im

m
t t t ti i i ia x a x x

σ
λ −

=

− ≤ ∑


 

 。 

因 { }max : , ,t s kx x x k N k s k t≥ ≥ ∈ ≠ ≠ ，故 

2 2 2
2 2

1 2

0 0
m m m

ti i ti im m

m m
t t t ti i i i ti i t sa x a x x a x x

σ σ
λ − −

= =

− ≤ ≤∑ ∑
 

  

 。 

又因 0tx > ，对上述不等式两边同时除以
2m

tx −
得： 

2
2 0

m
ti im

t t t ti i sa x a x
σ

λ
=

− ≤ ∑


 

。 

于是有 
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2
2

1
1 1 1

0
m

ti im

m
m m m

t t t ti i sa x a x
σ

λ
−

− − −

=

 
− ≤   

 
∑


 

                        (2) 

同样由(1)式可得 

( )

( ) ( )

2 2
2

2 2 2 2
2 2

2 2

1

0

0 0
, , , ,

m m
si im

m m m m
si i si im m

m t m t

m
s s s si i i i

si i i i si i i i

i i i i

a x a x x

a x x a x x
σ

σ σ

λ −

=

= =
∈∆ ∉∆

− =

= +

∑

∑ ∑


 

 

 

 



 

。 

对上述不等式两边取绝对值得 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
2 2

2 2

2 2
2 2

2 2

1
..

0 0
, , , ,

1 1
...

0 0
, , , ,

m m m m
si i si im m

m t m t

m m
si i si im m

m t m t

m
s s s si i i i si i i i

i i i i

m m
si i t si i s

i i i i

a x a x x a x x

a x a x

σ σ

σ σ

λ −

= =
∈∆ ∉∆

− −

= =
∈∆ ∉∆

− ≤ +

≤ +

∑ ∑

∑ ∑

 

 

 

 



 

 

， 

移项得 

( ) ( )

2 2
2 2

2 2

1 1
...

0 0
, , , ,

m m
si i si im m

m t m t

m m
s s si i s si i t

i i i i

a a x a x
σ σ

λ − −

= =
∉∆ ∈∆

 
 

− − ≤ 
 
 

∑ ∑
 

 

 

。                 (3) 

现分两种情况讨论，若 0sx = ，由(2)式得 t taλ =


，显然 ( )λ ∈Ψ  ；若 0sx ≠ ，由不等式(2)乘不等

式(3)得： 

( )

( )

2
2

2

2 2
2 2

2

1 1 1

0
, ,

1
1 1

0 0
, ,

m
si im

m t

m m
si i ti im m

m t

m m m
s s si i t t t s

i i

m
m m

si i ti i t s

i i

a a a x x

a a x x

σ

σ σ

λ λ − − −

=
∉∆

−

− −

= =
∈∆

 
 

− − − 
 
 

 
≤   

 

∑

∑ ∑



 

  



 



。 

因为 0, 0t sx x≠ ≠ ，对上述不等式两边同时除以
1 1m m

t sx x− −
得 

( ) ( )

2 2 2
2 2 2

2 2

1
1

...
0 0 0

, , , ,

m m m
si i si i ti im m m

m t m t

m
m

s s si i t t si i ti i

i i i i

a a a a a
σ σ σ

λ λ
−

−

= = =
∉∆ ∈∆

 
  

− − − ≤        
 

∑ ∑ ∑
  

   

 

。 

上述式子表明 ( )λ ∈Ψ  。因此 ( ) ( )σ ⊂ Ψ  。  
注 2.2 当 2m = ，即退化为矩阵时， 

( ) ( )( ) ( ){ }: i
ij t t j j j i jiz z a z a r r aΨ = ∈ − − − ≤

 

   。 

这时定理 2.2 就是矩阵的 D-Z 矩阵特征值包含定理。 
下面我们对上述特征值包含区域进行比较。 
定理 2.3 设 [ ]

1

,
m

m n
i ia = ∈ 

 ， 2n ≥ ，则 

( ) ( )Φ ⊆ Γ  ， ( ) ( )Ψ ⊆ Γ  。 
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证明：首先证明 ( ) ( )Φ ⊆ Γ  。设 ( )λ ∈Φ  。则存在 , ,i j N i j∈ ≠ 使得 ( )ijλ ∈Φ  ，即： 

( )( ) ( )( )11 mm
t t j j i ja a r rλ λ

−−− − ≤
 

  。                        (4) 

当 ( )( ) ( )1
0

m
i jr r

−
=  时，由(4)式可得 i iaλ =



或 j jaλ =


。则 ( )λ ∈Γ  。当 ( )( ) ( )1
0

m
i jr r

−
≠  时，

由(4)式可得： 

( )( ) ( )

1

1 1
m

j ji i
m

ji

aa
rr

λλ −

−

−−
≤




。 

即： 

( )( )

1

1 1
m

i i
m

i

a

r

λ −

−

−
≤


或

( )
1j j

j

a
r
λ −

≤


。 

由 上 式 得
( )

1i i

i

a
r
λ −

≤


或

( )
1j j

j

a
r
λ −

≤


。 于 是 ( )iλ ∈Γ  或 ( )jλ ∈Γ  ， 因 而 ( )λ ∈Γ  ， 故

( ) ( )Φ ⊆ Γ  。 

下证： ( ) ( )Ψ ⊆ Γ  。设 ( )λ ∈Ψ  ，则存在 , ,i j N i j∈ ≠ 使得 ( )ijλ ∈Ψ  ，即 

( )( ) ( )( ) ( )11 i i
mm

i i j j j i ja a r r rλ λ
−− ∆ ∆− − − ≤

 

   。                   (5) 

当 ( )( ) ( )( )1
0i

m
i jr r

− ∆ =  时，由(5)式得 i iaλ =


或 ( ) 0i
j j ja rλ ∆− − ≤


 ，于是有 

( )i i ia rλ − ≤


 或 ( ) ( )i
j j j ja r rλ ∆− ≤ ≤


  ，即或 ( )iλ ∈Γ  或 ( )jλ ∈Γ  ，因而 ( )λ ∈Γ  。当

( )( ) ( )( )1
0i

m
i jr r

− ∆ ≠  时，由(5)式得 

( )( )
( )( )

( )

1

1 1
i

i

m
j j ji i

m
ji

a ra
rr

λλ
∆−

− ∆

− −−
≤








。 

于是 

( )( )

1

1 1
m

i i
m

i

a

r

λ −

−

−
≤


或

( )
( )

1
i

i

j j j

j

a r
r

λ ∆

∆

− −
≤




。 

即 

( )( )
1i i

i

a
r
λ −

≤


或

( )
( )

1
i

i

j j j

j

a r
r

λ ∆

∆

− −
≤




。 

上式表明 ( )iλ ∈Γ  或 ( )jλ ∈Γ  ，因而 ( )λ ∈Γ  。由此知 ( ) ( )Ψ ⊆ Γ  。  
由于理论上无法比较 ( )Ω  、 ( )Ψ  和 ( )Φ  三者的大小，下节我们用三个数值例子对其比较。 

3. 数值例子 

本节我们用三个数值例子对本文的结果进行解释。 
例 3.1. 考虑二阶张量 

1 1 2 1 2
0 1
0 1 1

E i
 
 =  
 − 
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分别应用定理 2.1 和定理 2.2 得到： 

( ) { } { } { }: 1 1 : 1 1 : 1 1 1E z z i z z i z zλ λ λΦ = ∈ − − ≤ ∈ + − ≤ ∈ − + ≤     ， 

( ) ( ){ } ( ){ }: 1 1 0 : 1 1 1 0E z z i z zλ λΨ = ∈ − − − ≤ ∈ + + − ≤   。 

图 1 表明对于此张量有 ( ) ( )Ψ ⊄ Φ  和 ( ) ( )Φ ⊄ Ψ  。 
例 3.2. 设 ( ) [ ]

1 2 3

3,3
i i ia= ∈ ，其中 122 132 233 212 3121, 2, 3, 3a a a a a= = = = = ，其他的元素都为零。分别

应用定理 1.2、定理 2.1 和定理 2.2 得到： 

( ) ( ){ } { } ( ){ }: 3 6 : 5 : 3 6z z z z z z z zΩ = ∈ − ≤ ∈ ≤ = ∈ − ≤    。 

( ) { } ( ) ( ){ }3 2: 75 : 3 18z z z z zΦ = ∈ ≤ Ψ = ∈ − ≤ ,  。 

图 2 表明对于此张量有 ( ) ( ) ( )Ψ ⊂ Φ ⊂ Ω   。 
例 3.3. 设 ( ) [ ]

1 2 3

3,3
i i ia= ∈ ，其中 122 132 233 211 3111, 2, 3a a a a a= = = = = ，其他的元素都为零。分别应

用定理 1.2、定理 1.3 和定理 2.1 得到： 

( ) ( ){ } { } { }: 2 6 : 3 : 3z z z z z z zΩ = ∈ − ≤ ∈ ≤ = ∈ ≤    ， 

( ) ( ) { }3: 48z zσ ⊂ Φ = ∈ ≤  ， ( ) ( ) ( ){ }2: 2 18z z zσ ⊂ Ψ = ∈ − ≤  。 

图 3 表明对于此张量有 ( ) ( ) ( )Ω ⊂ Ψ ⊂Φ   。 
上面三个例子表明在某些情况下 ( )Φ  和 ( )Ψ  比 ( )Ω  小，在某些情况下 ( )Φ  和 ( )Ψ  比 ( )Ω 

大。 

4. 偶数阶实对称张量正定性的判定 

应用第二节得结果，本节给出偶数阶实对称张量正(半正)定性的两个充分条件。 
定理 4.1 设是偶数阶实对称张量，且 0,k ka k N≥ ∈



，若对于任意的 ,i j N∈ ， j i≠ 都有： 

( )( ) ( )( ) ( )11 i i
mm

i i j j j i ja a r r r
−∆ ∆− − >

 

                             (6) 

则是正定的。 
证：设λ 是的 H-特征值。由定理 2.1 知， ( )λ ∈Ψ  ，则存在 0 0 0 0, ,i j N i j∈ ≠ 使得 ( )

0 0,i jλ ∈Ψ  ，

即： 

( )( ) ( ) ( )( )0 0
0 0 0 0 0 0 0

1 1i im m

j j j i i j ia r a r rλ λ
− −∆ ∆− − − ≤

 

   。                 (7) 

假若 0λ ≤ ，则因 0,k ka k N≥ ∈


和(7)式成立，故： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 11
...

i i im mm
j j j i i j j j i i j ia r a a r a r rλ λ

− −∆ ∆ ∆−− − − ≥ − >
  

     

这与(8)式矛盾，因此 0λ > 。再由定理 1.1 知是正定的。 
类似地可证如下结论。 
定理 4.2 设是偶数阶实对称张量，且 0,k ka k N≥ ∈



，若对于任意的 ,i j N∈ ， j i≠ 都有： 

( )( ) ( )( ) ( )11 i i
mm

i i j j j i ja a r r r
−∆ ∆− − ≥

 

    

则是正半定的。 
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注：蓝色为 ( )EΦ ，红色为 ( )EΨ 。 

Figure 1. The comparison of ( )EΦ , ( )EΨ  

图 1. ( )EΦ 和 ( )EΨ 关系图 

 

 
注：图中蓝色为 ( )Ψ  ，红色区域为 ( )Φ  ，绿色为 ( )Ω  。 

Figure 2. The comparison of ( ) ( ) ( ), ,Φ Ω Ψ    

图 2. ( ) ( ),Φ Ω  和 ( )Ψ  关系图 

 

 
注：图中蓝色为 ( )Ψ  ，红色区域为 ( )Φ  ，绿色为 ( )Ω   

Figure 3. The comparison of ( ) ( ) ( ), ,Φ Ω Ψ    

图 3. ( ) ( ),Φ Ω  和 ( )Ψ  关系图 

-6            -4           -2            0            2            4            6

6

4

2

0

-2

-4

-6

-6            -4           -2            0            2            4            6

6

4

2

0

-2

-4

-6

-6            -4           -2            0            2            4            6

6

4

2

0

-2

-4

-6



胡汭炎 等 
 

 
410 

例 3. 设 ( )ijkla= 是 4 阶 2 维的实对称张量，其中 

( )1111 2222 3333 2333 2332 3322 3223
11; 2; 4;
2 ijkla a a a a a a a= = = = = = = − =  

其它 0ijkla = 。通过计算知张量满足定理 4.1 的条件，则是正定的。事实上，通过[2]中推论 2
可得到的 H-特征值为 0.6972λ = 。由定义 4.1 知确实是正定的。 
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