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Abstract 
In this paper, by using the related theory of abstract algebra, the algebra structure of addition op-
eration for a class of set constructed by the independent random variables satisfying the exponen-
tial family distribution is researched. We proved that the algebraic structure is a semigroup, and 
this Semi-group is a commutative semigroup. 
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摘  要 

本文利用抽象代数的相关理论，研究了一类服从指数族分布且相互独立的随机变量构成的集合对于加法

运算的代数结构，证明了其代数结构是一个半群，并且这个半群是个交换半群。 
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1. 引言 

Sen [1]于 1986 年提出对于某非空集合G ，若存在G 上的二元运算“ ∗”，使得 
1) 对 ,a b G∀ ∈ ，都有 a b G∗ ∈ ； 
2) 对 , ,a b c G∀ ∈ ，都有 ( ) ( )a b c a b c∗ ∗ = ∗ ∗  
则称G 关于∗是一个半群，记作 ( ),G ∗ 。若半群G 的运算 ∗还适合于交换律 

, ,a b b a a b G∗ = ∗ ∀ ∈  

则称G 是交换半群。随后，其他学者[2] [3] [4] [5]开始致力于半群上的同余和同态关系的研究，是研 

究半群结构最为有力的工具之一。王亚芹[6]研究了加法半群为正规纯整群的半环类ONBG
+

，同时研究了

ONBG
+

中半环的一些性质和次直积分解。李庆[7]在半群及加法半群的相关理论的基础上，研究了Γ-半群 

异于通常半群的独特性质并探讨了Γ-半群的夹心集。从群论的研究领域来看，对于半群的定性研究也是

非常有意义的，考虑到半群是具有二元运算的非空集合，学者们更关注在二元运算法则下，对于某些特

定的集合能否构成半群。 
指数型分布族是个很重要的分布族，很多常用的概率分布族如正态分布族、二项分布族、伽玛分布

族及多项式分布族都是指数型分布族。文献[8] [9] [10] [11]研究了指数族分布中参数检验问题及参数的极

小极大化估计、经验贝叶斯估计等。熊福生 [12]研究了服从伽玛分布的随机变量 iX 和随机变量

1 2 nS X X X= + + +� 对于加法具有再生性，系统的对金融产品的积累值(终值)和贴现值(现值)进行数理分

析，在金融行业的研究领域上起着重要的作用。文献[12]所提的再生性，在某种程度上与服从伽玛分布随

机变量的可加性存在必然的联系。但目前并没有学者定性研究过此类指数族分布随机变量的代数结构，

因此本文的研究具有非常重要的理论意义。 
本文研究了定义在样本空间 上的指数型分布族 ( ){ }, :f xϑ θ θ= ∈Θ ，其中Θ为参数空间，概率函

数 ( ),f x θ 可以表示为如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, exp
n

j j
j

f x c Q T x h xθ θ θ
=

 
=  

 
∑                         (1.1) 

其中 n 为自然数， ( ) 0c θ > 和 ( ) ( )1, 2, ,jQ j nθ = � 都是定义在参数空间 Θ 上的函数。 ( ) 0h x > 和

( ) ( )1, 2, ,jT x j n= � 都是定义在样本空间  上的函数，且 ( ) ( )1 , , nT x T x� 线性无关的。分布的支撑

( ){ }: , 0x f x θ > 与参数θ 无关。从服从指数族分布的随机变量所构成的集合G 出发，利用抽象代数的相

关理论，研究了这类随机变量构成的集合对于加法运算满足封闭性和结合律，因此从代数的角度看，这

类集合的代数结构为半群 ( ), +G ，并证明了该半群还是一个交换半群。 

2. 主要结果 

定理 1  具有指数族分布且相互独立的随机变量构成的集合G 对于加法运算满足封闭性。 
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证明设随机变量 X 服从参数为 1θ 的指数族分布，Y 服从于参数为 2θ 的指数族分布，且 X 与Y 相互

独立。由(1.1)知，随机变量 X 与Y 的概率函数分别为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1

, exp
n

j j
j

f x c Q T x h xθ θ θ
=

 
=  

 
∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1

, exp
n

j j
j

f y c Q T y h yθ θ θ
=

 
=  

 
∑  

考虑到指数族的概率函数可以分为离散型和连续型，因此我们利用卷积公式求其和 Z X Y= + 的概率

函数时，也应分为离散场合下的卷积公式和连续场合下的卷积公式。 
先讨论指数族分布为离散型的情况。首先指出 Z X Y= + 可取 0,1, 2,�所有非负整数。而事件{ }Z k=

是如下诸互不相容事件 

{ }, , 0,1, ,X i Y k i i k= = − = �  

的并，再考虑独立性，则对任意非负整数 k ，有 

( ) ( ) ( )
0

k

i
P Z k P X i P Y k i

=

= = = = −∑  

则由卷积公式可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1 2 2
0 1 1

1 2 1 2
0 1 1

1 2 1 2
0 1

exp exp

exp

exp

k n n

j j j j
i j j

k n n

j j j j
i j j

k n

j j j j
i j

f z k c Q T i h i c Q T k i h k i

c c Q T i Q T k i h i h k i

c c Q T i Q T k i h i h k i

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

= = =

= = =

= =

     = = ⋅ − −    
     
   = + − −  
   
   = + − −  
   

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )
1

exp
n

j j
j

C Q T k H kθ θ
=

 
=  

 
∑

 

其中 ( )C θ 可用 ( )1c θ 和 ( )2c θ 线性表示， ( )H k 可以用 ( )h i 和 ( )h k i− 线性表示， ( ) ( )j jQ T kθ 可用

( ) ( ) ( ) ( )1 2j j j jQ T i Q T k iθ θ+ − 线性表示。这表明 Z X Y= + 仍然为指数族分布，封闭性得证。 

下面讨论指数族分布为连续型的情况。则其和 Z X Y= + 的密度函数，由连续场合下的卷积公式可

知 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 2 2-
1 1

1 2 1 2-
1 1

1 2 1 2-
1

d

exp exp d

exp d

exp d

ex

Z X Y

n n

j j j j
j j

n n

j j j j
j j

n

j j j j
j

f z f z y f y y

c Q T z y h z y c Q T y h y y

c c Q T z y Q T y h z y h y y

c c Q T z y Q T y h z y h y y

C

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ

+∞

−∞

+∞

∞
= =

+∞

∞
= =

+∞

∞
=

= −

   
= − − ⋅   

   
 

= − + − 
 
 

 = − + −  
 

=

∫

∑ ∑∫

∑ ∑∫

∑∫

( ) ( ) ( )
1

p
k

j j
j

R S z H zθ
=

 
 
 
∑
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其中 ( )C θ 可用 ( )1c θ 和 ( )2c θ 线性表示， ( )H z 可以用 ( )h y 和 ( )h z y− 线性表示， ( ) ( )
1

n

j j
j

R S zθ
=
∑ 可用

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1

k

j j j j
j

Q T z y Q T yθ θ
=

 − + ∑ 线性表示，这表明 Z X Y= + 仍然为指数族分布，故封闭性得证。 

定理 2  具有指数族分布且相互独立的随机变量构成的集合G 对于加法运算满足交换律。 
证明设 { }G x x= 服从指数族分布 ，取 1 2 3, ,X X X G∈ ，且 ( )1 1~X ϑ θ ， 

( )2 2~X ϑ θ ， ( )3 3~X ϑ θ . 

由定理 1 知 ( )1 1 2 1 2~Y X X ϑ θ θ= + + ， ( )2 2 3 2 3~Y X X ϑ θ θ= + + ，所以 1 2,Y Y G∈ ，满足封闭性。 
令 ( )1 1 2 3 1 3Z X X X Y X= + + = + ， ( )2 1 2 3 1 2Z X X X X Y= + + = + ，则由定理 1 得： 

( ) ( ) ( )1 1 2 3 1 2 3~ *Z ϑ θ θ ϑ θ ϑ θ θ θ+ = + +  

( ) ( ) ( )2 1 2 3 1 2 3~ *Z ϑ θ ϑ θ θ ϑ θ θ θ+ = + +  

所以 1 2Z Z= ，即 ( ) ( )1 2 3 1 2 3X X X X X X+ + = + +  

因此，具有指数族分布且相互独立的随机变量构成的集合G 对于加法运算满足结合律。 
定理 1 满足加法运算的封闭性，定理 2 满足加法运算的交换律。因此具有指数族分布且相互独立的

随机变量构成的集合G 对于加法运算构成半群，记为 ( ),G + 。 
定理 3  设 ( ),G + 是具有指数族分布且相互独立的随机变量构成的半群，则这个半群是一个交换半

群。 
证明设G 是由指数族分布随机变量构成的一个集合， ( )1~X ϑ θ ， ( )2~Y ϑ θ 是G 中任意两个元素，

则由上述定理 2 得 

( )1 2~ ~X Y Y Xϑ θ θ+ + + ，即 X Y Y X+ = +  

故，半群 ( ),G + 对于加法运算适合交换律，所以半群 ( ),G + 是一个交换半群。 

3. 例子 

设 { }1G x x= 服从伽玛分布且相互独立 取 1 2 3 1, ,X X X G∈ ，且 ( )1 1~ ,X Ga α λ ， ( )2 2~ ,X Ga α λ ，

( )3 3~ ,X Ga α λ 。若 1 1 2Y X X= + ，那么根据卷积公式得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2
1 1 1 1 2 2

1

1 2 1
1 1 2

1 2 1
11 2 2

1 1
1 1 1 2 20

1 2

1 1
1 2 2 20

1 2

1 11 1
1 0

1 2

e e d

e d

e 1 d

y y x x
Y

y y

y

p y y x x x

y x x x

y t t t

α α
α λ α λ

α α λ
α α

α α λ
αα α α

λ
α α

λ
α α

λ
α α

+
− − − − −

+ −
− −

+ −
−+ − −

= − ⋅
Γ Γ

= −
Γ Γ

= −
Γ Γ

∫

∫

∫

 

最后利用贝塔函数 

( ) ( ) ( )
( )

1 2
1 1 1 1 2
0

1 2

1 dt t tα α α α
α α

− − Γ Γ
− =

Γ +∫  

代入上式得 

( ) ( )
1 2

1 2 1

1 2

e z
Zp z z

α α
α α λλ

α α

+
+ − −=

Γ +
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这正是形状参数为 1 2α α+ 的伽玛分布，即 ( )1 1 2 1 2 1~ ,Y X X Ga Gα α λ= + + ∈ 封闭性得证。 
同理可得 ( )2 2 3 2 3~ ,Y X X Ga α α λ= + + 。令那么 ( )1 1 2 3 1 3Z X X X Y X= + + = + ， 

( )2 1 2 3 1 2Z X X X X Y= + + = +  

由于 

( ) ( ) ( )1 1 2 3 1 2 3~ , , ,Z Ga Ga Gaα α λ α λ α α α λ+ ∗ = + +  

( ) ( ) ( )2 1 2 3 1 2 3~ , , ,Z Ga Ga Gaα λ α α λ α α α λ∗ + = + +  

因此 

1 2Z Z= ，即 ( ) ( )1 2 3 1 2 3=X X X X X X+ + + +  

满足加法交换律。综上所述，服从伽玛分布且相互独立的随机变量组成的集合对于加法运算能构成

一个半群。 

4. 结束语 

本文介绍了一类具有指数族分布随机变量构成的集合的代数结构，并列举了服从伽玛分布且独立的

随机变量组成的集合对于加法运算是个半群，并且这个半群是个交换半群。在未来的研究中，还有许多

应进一步探讨的问题：其他分布的代数结构是怎样的？对数伽玛分布、负对数伽玛分布的代数结构是什

么？作者希望这些问题可以引起读者的兴趣。 
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