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Abstract 

In this paper, a class of four-order ordinary differential operators with coupled boundary condi-
tions is discussed. By using the Lagrange equation of the operator's corresponding formula, the 
relation between the rank of the eigenvalue of the problem and the zero point weight of an entire 
function is obtained. 
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摘  要 

本文讨论了一类具有耦合边界条件的四阶常微分算子，利用该算子相应算式的拉格朗日等式，得到问题

特征值的秩与某整函数的零点重数之间的联系。 
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1. 问题的提出 

在微分算子的领域中，许多学者对特征值问题进行了研究，如文献[1]-[7]，这些文献的研究方法均为

将特征值问题的讨论转化为一个整函数零点的讨论，本文研究了一类具有耦合边界条件的四阶微分算子，

得到问题特征值的秩与某整函数的零点重数之间的联系。 

记 ( )
4

4

d
d

L q x
x

≡ − + ， ( )0,1x∈ ， ( ) [ ]0,1q x C∈ 。考虑以下耦合边界条件下的特征值问题： 

( ) ( )4Ly y q x y yλ= − + =                                     (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 30 1 , 0 1 , 0 1 , 0 1y y y y y y y y′ ′ ′′ ′′= = = =                        (2) 

设 ( ),iQ x λ  ( )1,2,3,4i = 是四个满足(1)式的解，它们分别在 0x = 处满足 

( )
( )
( )

( ) ( )

( )
( )
( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2
3 3

1 2

0, 0,1 0
0, 0,0 1

,  0, 0,0 0
0 00, 0,

Q Q
Q Q
Q Q

Q Q

λ λ
λ λ
λ λ

λ λ

      
      ′ ′      = =   ′′ ′′   
               

, 

( )
( )
( )

( ) ( )

( )
( )
( )

( ) ( )

3 4

3 4

3 4
3 3

3 4

0, 0,0 0
0, 0,0 0

,  0, 0,1 0
0 10, 0,

Q Q
Q Q
Q Q

Q Q

λ λ
λ λ
λ λ

λ λ

      
      ′ ′      = =   ′′ ′′   
               

, 

显然，Wronsky 行列式 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , , 1W Q x Q x Q x Q x =   ， ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , ,Q x Q x Q x Q x 是(1)的四个线性无

关的解，且可以构成(1)的基础解系。 

设 ( ) ( )
4

0
1

,i i
i

y x c Q x λ
=

=∑ 是问题(1) (2)的特征函数，其中 0λ 是特征值，则 ( )y x 满足(2)式，即： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 0 2 2 0 3 3 0 4 4 0

2 1 1 0 2 2 0 3 3 0 4 4 0

3 1 1 0 2 2 0 3 3 0 4 4 0

4 1 1 0 2 2 0 3 3 0 4 4 0

1, 1, 1, 1,
1, 1, 1, 1,
1, 1, 1, 1,
1, 1, 1, 1,

c c Q c Q c Q c Q
c c Q c Q c Q c Q
c c Q c Q c Q c Q
c c Q c Q c Q c Q

λ λ λ λ
λ λ λ λ
λ λ λ λ
λ λ λ λ

′ ′ ′ ′ = + + +
 ′′ ′′ ′′ ′′= + + +
 ′′′ ′′′ ′′′ ′′′= + + +
 = + + +

                        (3) 

方程组(3)的系数行列式为 ( )0k λ ，即： 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

(3)
1 0 1 0 1 0 1 0

(3)
2 0 2 0 2 0 2 0

0 (3)
3 0 3 0 3 0 3 0

(3)
4 0 4 0 4 0 4 0

1, 1 1, 1, 1,
1, 1, 1 1, 1,
1, 1, 1, 1 1,
1, 1, 1, 1, 1

Q Q Q Q
Q Q Q Q

k
Q Q Q Q
Q Q Q Q

λ λ λ λ
λ λ λ λ

λ
λ λ λ λ
λ λ λ λ

′ ′′−
′ ′′ −

=
′ ′′ −
′ ′′ −

                    (4) 
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方程组(3)可以看作是未知数 1 2 3 4, , ,c c c c 的方程组，由特征函数的定义知，此方程组存在非零解，故系数

行列式 ( )0 0k λ = 。类似于文献[1]中命题 1，2 的证明，我们可以得到如下两个命题。 
命题 1：记 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
1 0 1 0 1 0 1 0

3
2 0 2 0 2 0 2 0

3
3 0 3 0 3 0 3 0

3
4 0 4 0 4 0 4 0

1, 1 1, 1, 1,

1, 1, 1 1, 1,

1, 1, 1, 1 1,

1, 1, 1, 1, 1

Q Q Q Q

Q Q Q Q

Q Q Q Q

Q Q Q Q

λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

 ′ ′′−
 

′ ′′ −
Ω =  

′ ′′ − 
  ′ ′′ − 

 

显然， ( ) ( )k λ λ= Ω 。 ( )R λ 是特征值 0λ 的秩，则以下两结论成立： 

i) 0λ 为问题(1)(2)的特征值 ( )0 0k λ⇔ = 。 
ii) ( ) ( )( )0 0 4R Rλ λ+ Ω = 。 

命题 2：设 ( )( ), 1,2,3,4iH x iλ = 是四个满足(1)式的解，记为 

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )

11 12 13 141 1

21 22 23 242 2

31 32 33 343 3

41 42 43 444 4

, ,
, ,

,  
, ,
, ,

a a a aH x Q x
a a a aH x Q x

A A
a a a aH x Q x
a a a aH x Q x

λ λ
λ λ
λ λ
λ λ

     
     
     = =     
             

.                        (5) 

记 ( )1 2 3 4, , ,i i i i iT a a a a Τ= ， 1,2,3,4i = ，其中 0iT ≠ 。如果 ( )0 0k λ = 且 ( ) 0iTλΤΩ = ，则： 

i) ( )0,iH x λ 是问题(1)(2)的特征函数，则满足 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

0 0 1

0 0 2
3

0 0 3
3

0 0 4

0, 1,
0, 1,

 1, 2,3, 4
0, 1,

0, 1,

i i i

i i i

i i i

i i i

H H a
H H a

i
H H a

H H a

λ λ
λ λ

λ λ

λ λ

′ = =
 ′ ′′= = = ′′ = =
 = =

 

ii) 1 2 3 4, , ,H H H H 的极大无关组个数为 ( )R A 。 

引理 1：算式 ( )
4

4
d
d

L q x
x

≡ − + 有以下的 Lagrange 恒等式 

( ) ( )d d
b

b b

a a
a

f g f g
g Lf x f Lg x

f g f g
′ ′ 

− = − ′′′ ′′′ ′′ ′′ 
∫ ∫  

引理 2：设 ( )0,iH x λ ( )1,2,3,4i = 是(5)式所给出的特征函数。 0λ 是 ( )k λ 的零点，则有： 

( )

12 14 22 24 32 34 42 44

11 13 21 23 31 33 41 43
0

12 14 22 24 32 34 42 44

11 13 21 23 31 33 41 43

a a a a a a a a
a a a a a a a a

B
a a a a a a a a

a a a a a a a a

λ

− − − − − − − − 
 + + + + Ω =
 − − − − − − − −
 

+ + + + 

 

其中 

12 22 32 42

11 21 31 41

14 24 34 44

13 23 33 43

a a a a
a a a a

B
a a a a
a a a a

 
 − − − − =
 
 
− − − − 
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证明：利用引理 1 有 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1
0 0 0 00 0

1

0 0 0 0
3 3

0 00 0 0

3 3 3 3
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 , , d , , d

, , , ,
,, ,

1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0,

 1, 1, 1, 1, 0

j i j i

i j i j

i ji j

i j i j i j i j

i j i j i

Q x LH x x LQ x H x x

H x Q x H x Q x
H x Q xH x Q x

H Q H Q H Q H Q

H Q H Q H

λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ λλ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

= −

 ′ ′
 = −

′′ ′′  

= − − +

′ ′′ ′′ ′ ′− + +

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, 0, 0, 0,j i jQ H Qλ λ λ λ′′ ′′ ′−

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3(3)
4 0 3 0 1 0 4 0 1 0

2 0 2 0 3 0

1, 1, 0, 0, 1,

  1, 0, 0,
i j i j i j i j i j

i j i j i j

a Q a Q a Q a Q a Q

a Q a Q a Q

λ λ λ λ λ

λ λ λ

′′= − − + −

′ ′′ ′+ + −
 

分别取 , 1,2,3,4i j = ，即得结论。 

引理 3：设 ( )0,iH x λ 是(5)式所给出的特征函数 ( )1,2,3,4i = ， 0λ 是特征值。简记 ( )0,i iH x Hλ = ，记

一元函数 ( )( 1) 1,j
iH λ− 关于 λ 求导后在 0λ λ= 处的取值为 ( ) ( )1

01,j
iH λ−
 ( ), 1,2,3,4i j = ，记两个函数 iH ， jH

的内积为 ,i jH H ，其定义为 

( ) ( )1

0
, di j i jH H H x H x x= ∫ , 

这样可以得到 16 个恒等式，写成矩阵形式如下： 

( )

( )

( )

( )

1 1 1 2 1 3 1 4

2 1 2 2 2 3 2 4

3 1 3 2 3 3 3 4

4 1 4 2 4 3 4 4

3
1 1 1 1 12 22 32 42

3
11 21 31 42 2 2 2

3
3 3 3 3

3
4 4 4 4

, , , ,
, , , ,
, , , ,
, , , ,

H H H H H H H H
H H H H H H H H
H H H H H H H H
H H H H H H H H

H H H H a a a a
a a a aH H H H

H H H H

H H H H

 
 
 
 
  
 
 ′ ′′ − − − − 

′ ′′ 
=  

′ ′′ 
 

′ ′′ 

   

   

   

   

1

14 24 34 44

13 23 33 43

a a a a
a a a a

 
 
 
 − − − −
 
 

 

证明： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0

0

0

1
0 00

0

1 1
0 00 0

0

1 1
0 0

3 3
00 0 00

1, , , dlim

1 , , d , , dlim

, , , ,1
lim , ,, ,

i j i j

j i i j

i j i j

i ji j

H H H x H x x

H x LH x x H x LH x x

H x H x H x H x
H x H xH x H x

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ
λ λλ λ λ λ

→

→

→

= −
−

 = −  −

 ′ ′ = − ′′ ′′−   

∫

∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0 0 0 0
0

0 0 0 0

3
3 4 2 1

0

1 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0,lim

  1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0,

1 1, 1, 1, 1,lim

i j j i i j j i

i j j i i j j i

j i j i j i j i

H H H H H H H H

H H H H H H H H

a H a H a H a H h

λ λ

λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ λ

→

→

′′′ ′′′ ′′′ ′′′ = − − + −

′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ + − + + − 

 ′ ′′= − − + +− 

 

其中 1 4 4 1 2 3 3 2i j i j i j i jh a a a a a a a a= − + + − ，接着利用洛必达法则，可得 
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( ) ( ) ( ) ( )(3)
3 0 4 0 2 0 1 0, 1, 1, 1, 1,i j j i j i j i j iH H a H a H a H a Hλ λ λ λ′ ′′= − − +     

当 ,i j 分别取 1，2，3，4 时，就可以得到定理的结论。 

2. 主要结果与证明 

定理 1：设 0λ 为问题(1) (2)的特征值，其秩记为 ( )0R λ ，则 
1) ( )0 4R λ = 的充要条件是 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

0 0 0 0 0k k k kλ λ λ λ′ ′′= = = = 且 ( ) ( )4
0 0k λ ≠ 。 

2) 当满足条件 2 4 0 i ia a+ = 或 ( )1 3 0 1, 2,3, 4i ia a i+ = = 时， ( )0 3R λ = 的充要条件是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
0 0 0 00,  0k k k kλ λ λ λ′ ′′= = = ≠  

3) 当满足条件 2 4 0 i ia a+ = 和 ( )1 3 0  1,2,3,4i ia a i+ = = 时， ( )0 2R λ = 的充要条件是 

( ) ( ) ( )0 0 00,   0k k kλ λ λ′ ′′= = ≠  

4) 当满足条件 2 4 0 i ia a+ = 和 ( )1 3 0  1,2,3,4i ia a i+ = = 时， ( )0 1R λ = 的充要条件是 

( ) ( )0 00,   0k kλ λ′= ≠  

证明：(1)~(4)的充分性显然成立。下面证明必要性。 
1) ( ) 4R A = ， 0λ 对应 4 个线性无关的特征函数 ( )0,iH x λ ， 1,2,3,4i = 。 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 0 11 1 0 12 1 0 13 1 0 14

2 0 21 2 0 22 2 0 23 2 0 24
0 0

3 0 31 3 0 32 3 0 33 3 0 34

4 0 41 4 0 42 4 0 43 4 0 44

1, 1, 1, 1,
1, 1, 1, 1,

0
1, 1, 1, 1,
1, 1, 1, 1,

H a H a H a H a
H a H a H a H a

A k A
H a H a H a H a
H a H a H a H a

λ λ λ λ
λ λ λ λ

λ λ
λ λ λ λ
λ λ λ λ

′ ′′ ′′′− − − −
′ ′′ ′′′− − − −

= Ω = =
′ ′′ ′′′− − − −
′ ′′ ′′′− − − −

 

因为 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 2 0 3 0 41, , 1, , 1, , 1,i i i i i i i iH a H a H a H aλ λ λ λ′ ′′ ′′′= = = = ，且 0A ≠ ，故 ( )0 0k λ = 。 

又因为求导后展开的每个行列式中至少有一行未被求导，从而行列式 ( ) ( ) ( )0 0 0 0A k A k A kλ λ λ′ ′′ ′′′= = = 。

同理可得 ( ) ( ) ( )0 0 0 0k k kλ λ λ′ ′′ ′′′= = = 。 

对 ( )A k λ 关于 λ 求四阶导数后，在 0λ λ= 处只剩一项。 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
1 0 1 0 1 0 1 0

3
2 0 2 0 2 0 2 04

0 3
3 0 3 0 3 0 3 0

3
4 0 4 0 4 0 4 0

1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1,

H H H H

H H H H
A k

H H H H

H H H H

λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

′ ′′

′ ′′
=

′ ′′

′ ′′

   

   

   

   

 

( ) ( )

1 1 1 2 1 3 1 4

4 2 1 2 2 2 3 2 4
0

3 1 3 2 3 3 3 4

4 1 4 2 4 3 4 4

, , , ,
, , , ,
, , , ,
, , , ,

H H H H H H H H
H H H H H H H H

A k B
H H H H H H H H
H H H H H H H H

λ =  

上式右端是 Crame 行列式，故由文献[2]知， ( ) ( )4
0 0A k Bλ ≠ ，故 ( ) ( )4

0 0k λ ≠ 。 
2) 先证在 2 4 0 i ia a+ = 条件下的结论，另一种情况类似证明。 

( ) 3R A = ，可以生成 3 个线性无关的特征函数，不妨取为： 

( )
( )
( )
( )

1 0
1 11 12 13 14

2 0
2 21 22 23 24

3 0
4 41 42 43 44

4 0

1,
1,
1,
1,

Q
H a a a a

Q
H a a a a

Q
H a a a a

Q

λ
λ
λ
λ

 
    
    =             

 
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则右端 3 4× 阶矩阵至少存在一个三阶子式非零，不妨取为： 

11 12 14

21 22 24

41 42 44

0
a a a
a a a
a a a

≠  

此行列式展开的六项中至少有一项非零，为讨论方便取为 11 22 44 0a a a ≠ 。 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

3
11 1 11 1 11 1 11 1

3
22 2 22 2 22 2 22 2

3
11 22 44 3 3 3 3

3
44 4 44 4 44 4 44 4

1, 1 1, 1, 1,

1, 1, 1 1, 1,1

1, 1, 1, 1 1,

1, 1, 1, 1, 1

a Q a Q a Q a Q

a Q a Q a Q a Q
k

a a a Q Q Q Q

a Q a Q a Q a Q

λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

′ ′′−  
′ ′′ −  =

′ ′′ −

′ ′′ −

 

经过初等变换得 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
1 11 1 12 1 13 1 14

3
2 21 2 22 2 23 2 24

3
11 22 44 3 3 3 3

3
4 41 4 42 4 43 4 44

1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1,1
1, 1, 1, 1 1,

1, 1, 1, 1,

H a H a H a H a

H a H a H a H a
k

a a a Q Q Q Q

H a H a H a H a

λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

′ ′′− − − −

′ ′′− − − −
=

′ ′′ −

′ ′′− − − −

 

显然 ( )0 0k λ = ， ( )0 0k λ′ = ， ( )0k λ′′ 。 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
1 0 1 0 1 0 1 0

3
2 0 2 0 2 0 2 0(3)

0 3
11 22 44 3 0 3 0 3 0 3 0

3
4 0 4 0 4 0 4 0

1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1,1
1, 1, 1, 1 1,

1, 1, 1, 1,

H H H H

H H H H
k

a a a Q Q Q Q

H H H H

λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

′ ′′

′ ′′
=

′ ′′ −

′ ′′

   

   

   

 

经过等值变换得 

( ) ( )

( )
( )
( )
( )

1 1 1 2 1 4 1 0

3 2 1 2 2 2 4 2 0
0 2 2 2

12 14 22 24 42 44 3 011 22 44

4 1 4 2 4 4 4 0

, , , 1,
, , , 1,1

1,
, , , 1,

H H H H H H H
H H H H H H H

k
a a a a a a Qa a a
H H H H H H H

λ
λ

λ
λ
λ

=
− − − − − −







 

当 ( )2 4 0 1, 2, 4i ia a i+ = = 时， 

( ) ( ) ( ) 1 1 1 2 1 4
3 3 0

0 2 1 2 2 2 42 2 2
11 22 33

4 1 4 2 4 4

, , ,
1,

, , ,
, , ,

H H H H H H
Q

k H H H H H H
a a a

H H H H H H

λ
λ = −  

下面说明 ( )3 01, 0Q λ ≠ ，由以上假设知： 

[ ]
11 21 41

11 21 41
12 22 42

1 2 4 3 12 22 42
13 23 43

14 24 44
14 24 44

0
0

, , , 0
1
0

a a a
a a a

a a a
W H H H Q a a a

a a a
a a a

a a a

= = − ≠  

因此 1 2 4 3, , ,H H H Q 是线性无关的。 
另一方面，由引理 2 以及 ( )2 4 0 1, 2,3, 4i ia a i+ = = 知， 
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( )
( )

( ) ( )
( )

3 012 11 14 13

3 022 21 24 23
3

32 31 34 33 3 0

42 41 44 43 3 0

1, 0
1, 0

01, 1
01,

Qa a a a
Qa a a a

a a a a Q
a a a a Q

λ
λ

λ
λ

′ − −   
    ′′− −     =    − − −     − −    

 

假设 ( )3 01, 0Q λ = ，由上式可得到 

( )
( )

( ) ( )

12 11 14 3 0

22 21 24 3 0
3

42 41 44 3 0

1, 0
1, 0

01, 1

a a a Q
a a a Q
a a a Q

λ
λ

λ

 ′−       ′′− =    
     − −    

 

因为系数行列式不等于零，故有 ( ) ( )3 0 3 01, 1, 0Q Qλ λ′ ′′= = ， ( ) ( )3
3 01, 1Q λ = ，即 ( )3 01,Q λ 也是特征函数，

这与已知矛盾，故 ( ) ( )3
0 0k λ ≠ 。 

(3) (4)仿照 ( )0 3R λ = 的方法，进行证明。 
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