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Abstract 
In this paper, we mainly study the problem of Valiron quasi-degenerate value over the 
meromorphic function and prove that: Let ( )f z  be a transcendental meromorphic 

function such that ( )
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摘  要 

本文主要研究超越亚纯函数的Valiron拟亏值问题，证明了：设 ( )f z 是复平面上满足 

( )
( )

 
  
 

1log ,
,

lim
log ,r

T r f
T r f

T r f→∞

+

< +∞的超越亚纯函数。若 0 1< <δ ，则存在一列复数 ( )1,2,na n = � ，使得集

合 

) ( ){ }1: ,a a f∆ > δ  

含于 
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1
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σ
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其中
 
  

2log
2 0
10
−= >δσ

δ

，即 ) ( ){ }1: ,a a f∆ > δ 为一个有穷μ测度集。 
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1. 引言 

在本文中，假设读者熟知 Nevanlinna 值分布理论的相关基础知识以及常见符号[1]。设 ( )f z 是复平

面上的亚纯函数，a 为任意的复数，Nevanlinna 定义 a 关于 ( )f z 的亏量为 ( ) ( )
( )

,
, 1 lim

,r

N r a
a f

T r f
δ

→∞
= − ，当

( ), 0a fδ > 时，a 称为 ( )f z 的 Nevanlinna 亏值.Valiron 进一步定义 ( ) ( )
( )

,
, 1 lim

,r

N r a
a f

T r f→∞
∆ = − ，称为 a 关于

( )f z 的 Valiron 亏量，当 ( ), 0a f∆ > 时，a 称为 ( )f z 的 Valiron 亏值。 

1970 年，Hyllengren [2]证明了对于有穷级亚纯函数和任意 0 1δ< < ，集合 ( ){ }: ,a a f δ∆ > 一定是一

个有穷 µ 测度集。即存在一列复数 ( )1,2,na n = � ，使得上述集合含于 

{ }e

1
: e

n

n
j n j

a a a
σ∞ ∞

−

= =

− <∩∪ 。 

记 ) ( )1 ,N r a 为{ }|z z r≤ 内 ( )f z a− 的单重零点密指量，杨乐[3]引进了 ) ( ) ) ( )
( )

1
1

,
, 1 lim

,r

N r a
a f

T r f
δ

→∞
= − ，当
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) ( )1 , 0a fδ > 时，a 称为 ( )f z 的 Nevanlinna 拟亏值。之后杨乐又定义了 ) ( ) ) ( )
( )

1
1

,
, 1 lim

,r

N r a
a f

T r f→∞
∆ = − ，当

) ( )1 , 0a f∆ > 时，a 称为 ( )f z 的 Valiron 拟亏值，并且证明了 

定理 A [4]：设 ( )f z 为开平面有穷级的超越亚纯函数，若 0 1δ< < ，则存在一列复数 ( )1,2,na n = � ，

使得集合 ) ( ){ }1: ,a a f δ∆ > 含于 

{ }e

1
: e ,

n

n
j n j

a a a
σ∞ ∞

−

= =

− <∩∪  

其中

2log
2 0

10
δσ

δ

−= >
 
  

。 

之后 Furuta 和 Toda 他们引进了[5] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

0
0 0 01 1

0

, , ,
, d , , d , , 1 lim

,
r r

r

T t f N t a N r a
T r f t N r a t a f

t t T r f→∞
= = ∆ = −∫ ∫ 。 

当 ( )0 , 0a f∆ > 时，a 称为 ( )f z 的修正 Valiron 亏量。 
相对于杨乐的做法，方明亮、郭辉定义了 

) ( ) ) ( )
) ( ) ) ( )

( )
1 1 0

1 0 1 01
0

, ,
, d , , 1 lim

,
r

r

N t a N r a
N r a t a f

t T r f→∞
= ∆ = −∫ 。 

当 ) ( )1 0 , 0a f∆ > 时，a 称为 ( )f z 的修正 Valiron 拟亏值。 
相对于修正的 Valiron 亏值以及拟亏值，对于超越亚纯函数可以把“有穷级”的限制条件去掉。从而

得到以下定理 
定理 B [6]：设 ( )f z 是复平面上的超越亚纯函数。若 0 1δ< < ，则存在一列复数 ( )1,2,na n = � ，使得

集合 ) ( ){ }1: ,a a f δ∆ > 含于 

{ }e

1
: e ,

n

n
j n j

a a a
σ∞ ∞

−

= =

− <∩∪  

其中

2log
2 0

10
δσ

δ

−= >
 
  

。 

对于定理 A，去掉“有穷级”是否可以呢？刘丹等人得出如下定理 

定理 C [7]：设 ( )f z 是复平面上满足
( )

1log ,
lim

log ,r

T r f
r

T r f→∞

 + 
  < +∞的超越亚纯函数。若 0 1δ< < ，则存在

一列复数 ( )1, 2,na n = � ，使得集合 ) ( ){ }1: ,a a f δ∆ > 含于 
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2log
2 0

10
δσ

δ

−= >
 
  

。 

https://doi.org/10.12677/pm.2018.85067


马琳珂，刘丹 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2018.85067 502 理论数学 
 

本文将定理 C 进行了推广和扩展，使得运用更加广泛。即 

定理 1：设 ( )f z 是复平面上满足
( )
( )

1log ,
,

lim
log ,r

T r f
T r f

T r f→∞

 
+  

  < +∞的超越亚纯函数。若 0 1δ< < ，则存

在一列复数 ( )1,2,na n = � ，使得集合 

) ( ){ }1: ,a a f δ∆ >  

含于 

{ }e

1
: e ,
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j n j

a a a
σ∞ ∞

−

= =

− <∩∪  

其中

2log
2 0

10
δσ

δ
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。即 ) ( ){ }1: ,a a f δ∆ > 为一个有穷 µ 测度集。 

2. 几个引理 

引理 1 [9]：设 ( )f z 是{ }z z R< 内的亚纯函数。若 ( )0 0,f ≠ ∞，则对于 0 r Rρ< < < 有 

( )
( )

1 1 1, 4 log , 4 log 3log 2log 4log log 10
0

fm r T f
f r r f

ρ ρ
ρ

+ + + + + +′ 
≤ + + + + +  − 

。 

引理 2 [9]：对于 0, ex A> ≥ ，则有 

( )1log log log log log 1x A x A A
x

+ + ++ ≤ + − 。 

引理 3 [4]：设 ( )f z 为复平面上的超越亚纯函数。若0 1δ< < ，当 ( )kr k→+∞ →∞ 时， ( ) 2,
2

k

kT r f
δ

 =  − 

( )1,2,k = � ，则集合 ) ( ){ }1: ,a a f δ∆ > 含于集 

) ( )
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1 ,
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, 2
k

k k

N r a
a
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δ

→∞

  − > 
  

。 

证：如果对某个复数 a 有 ) ( )1 ,a f δ∆ > ，则一定存在一列 ρ 趋于∞，使得对每个 ρ 都有 

( ) ) ( ) ( ) ( )1, , , ,T f N a T fρ ρ δ ρ δ δ′ ′− > > 。 

对于每个 ρ 都存在相应的 k，使得 1k kr rρ +≤ < ，则 

( ) ) ( ) ( ) ) ( ) ( ) ) ( )

( ) ) ( ) ( ){ } ( ) ( )

11 1 1

1

2 2, , , , , ,
2 2

1 2 , , , , ,
2 2 2

k k k

k k

T r f N r a T r f N a T f N a

T f N a T f T r f T r f

δ δρ ρ ρ

δ δρ ρ δ ρ

+
− −

− ≥ − ≥ −

′ = − − ≥ ≥ 

 

于是存在一列值 kr 使得上式成立。证毕。 
引理 4 [4]：设 ( )f z 为复平面上的亚纯函数， ( )1,2, ,a qν ν = � 为 q 个判别的有穷复数，记 

1
min

q
d a aµ νµ ν≤ < ≤
= − 。如果 ( )0 0, ,f aν≠ ∞； ( )0 0f ′ ≠ ，则有 

( ) ) ( ){ } ( ) ( )1
1

, , 4 , ,
q

T r f N r a T r f S r fν
ν =

− ≤ +∑ 。 
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其中 

( ) ( )
( )

( )
1 1 1

1 3, 2 , 2 , log 0 2log log 2 log 2 log 2
0

q q qf f qS r f m r m r f a a q q
f f a dfν ν

ν ν νν

+ +

= = =

 ′ ′ 
= + + − + + + + +   ′−   

∑ ∑ ∑  

证：根据 Nevanlinna 第二基本定理[8] 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1

, 2 , ,
q

m r a T r f N r S r fν
ν =

≤ − +∑ 。 

其中 

( ) ( ) ( )1
12 , , , ,N r N r f N r f N r
f

 ′= − +  ′ 
 

( )
( )1

1

1 3, , , log log log 2
0

qf f qS r f m r m r q
f f a dfν ν

+

=

 ′ ′ 
= + + + +   ′−   

∑ 。              (1) 

可得到 

( ) ( ) ( )1
1 1

1, 2 , , ,
q q

T r T r f N r a S r f
f a ν

ν νν= =

 
≤ + + 

− 
∑ ∑ 。 

设 ( ( ) ( ) ) ( )2 1, , ,N r a N r a N r a= − ，以及 ( ( ) ( ) ) ( )2 1, , ,N r a N r a N r a= − ，可以得到 ( ( ) ( ( )2 2
1, ,
2

N r a N r a≤ 。

则有 

( ) ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( )1 2 1 2 1
1 1 1 1, , , , , , , , 1, 2, ,
2 2 2vN r a N r a N r a N r a N r a N r a T r q

f aν ν ν ν ν
ν

ν
 

= + ≤ + ≤ + = − 
� 。 

从而可得 

) ( ) ( ) ( )11
1

1, , 4 , 2 , ,
q

T r N r a T r f S r f
f a ν

ν ν=

   − ≤ +  −   
∑                         (2) 

且 

( )
( )

( )
( )

1 1 1, , log , log log 2 log ,
0 0 v

T r T r f a T r f a
f a f a f aν ν

ν ν

+ 
= − + ≥ − − + − − − 

          (3) 

将(1)和(3)带入(2)，即可得到引理 4 的结论。证毕。 

引理 5：设 ( )f z 是复平面上满足
( )
( )

1log ,
,

lim
log ,r

T r f
T r f

T r f→∞

 
+  

  < +∞的亚纯函数， ( )1,2, , ; 4a q qν ν = >� 为

q 个互相判别的有穷复数，
1
min

q
d a aµ νµ ν≤ < ≤
= − 。如果 ( )0 0, ,f aν≠ ∞； ( )0 0f ′ ≠ ,则存在充分大的正数 0r ，

且 ( )
( ) ( )0
1 1max e, 0 , ,
0 0

r f
f f

  >  ′  
，使得当 0r r≥ 时，有 

( ) ) ( ){ } ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

1
1

1

, , 4 , 2 1 4 7 log , 8 71 48 log

38 2 log 2 log

q

q

T r f N r a T r f q M T r f M q r

qM a q
d

ν
ν

ν
ν

=

+ +

=

− ≤ + + + + + +  

+ + +

∑

∑
。 
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证：由引理 4 可得，我们只要对其中的 ( ),S r f 进行适当的估计即可。 
由于 

( )
( )

1log ,
,

lim ,
log ,r

T r f
T r f

T r f→∞

 
+  

  < +∞  

不妨设 

( )
( )

1log ,
,

lim
log ,r

T r f
T r f

M
T r f→∞

 
+  

  = ， 0M > 为常数。 

当 r 充分大时，
( )
( )

1log ,
,

1
log ,

T r f
T r f

M
T r f

 
+  

  < + ，故
( ) ( ) ( )1log , 1 log ,

,
T r f M T r f

T r f
 

+ < +  
 

。取 0r 适

当大使得 ( )
( ) ( )0
1 1max e, 0 , ,
0 0

r f
f f

  >  ′  
，且 ( ), 1T r f ≥ 。当

( )0
1
,

r r R r
T r f

< < = + 时，根据引理 1 可得 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
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( ) ( )

1 1 1, 4 log , 4 log 3log 2log 4log log 10
0

1 1 14 1 log , 4 log 3log , 2 log 4log log 10
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14 1 log , 18log 3log , 4 log log
0
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fm r T R f R
f R r r f

M T r f r T r f
T r f r f

M T r f r T r f
f

M T r f r

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + +

+

′ 
≤ + + + + +  − 

 
≤ + + + + + + +  

 

≤ + + + +

= + + +
( )
1log
0f

+

。

 对于项
1

,
q fm r

f aν ν=

 ′
 

− 
∑ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

1 1

1

1

1

1

, , log

4 7 log , 4 7 log 4 7 log 2

118 log 4 log log log
0

14 7 log , 4 log log
0

4 7 log 4 25 log log

q q

v

q

q

q

q

f fm r m r q
f a f a

M q T r f M a M q

q r q
f a

M q T r f
f a

M a M q r q

ν νν

ν
ν

ν ν

ν ν

ν
ν

= =

+

=

+ +

=

+ +

=

+

=

   ′ ′
≤ +   

− −   

≤ + + + + +

+ + +
−

≤ + +
−

+ + + + +

∑ ∑

∑

∑

∑

∑

 
由 0r r> ，且 ( )

( ) ( )0
1 1max e, 0 , ,
0 0

r f
f f

  >  ′  
，可以看出 

( ) ( )
( )0

1 18log log 8log 8log , ,
0 0

r r r
f f

+ + +≤ ≤ ≥  
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( )
1log log ,

0
r

f
≤

′
 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )0

1log 0 8log log
0

log 0 8 log8 1 log 0 log 17

18log log ,

v

f a
f a

f a f a

r a r r

ν

ν ν

ν

+ +

+ + +

+

− +
−

≤ − + − ≤ + +

< + ≥

。 

则当 0r r≥ 时， ( ),S r f 就有如下的估计： 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

1 1

1

1

1

, 2 , 2 , log 0

1 32log log 2 log 2 log 2
0

12 4 7 log , 18log 4log log
0

12 4 7 log , 4 log log
0

4 7 log 4 25 log

q q

q

q

q

f fS r f m r m r f a
f f a

qa q q
df

M T r f r
f

M q T r f
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M a M q r

ν
ν νν

ν
ν

ν ν

ν
ν
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+ +
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+ +

+ +

=

+

=

 ′ ′ 
= + + −   −   

+ + + + +
′

 
≤ + + + 

  


+ + +
−

+ + + +

∑ ∑

∑

∑

∑ ( )
1

log log 0
q

q f aν
ν =


+ + −


∑

 

( )
( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )

1

1

1

1 32log log 2 log 2 log 2
0

2 1 4 7 log , 36log 2 4 25 log 10log

318 log 8 2 log 2log 2 log 2 log

2 1 4 7 log , 8 71 48 log

38 2 log 2 log

q

q

q

qa q q
df

q M T r f r q M r r
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d

q M T r f M q r

qM a q
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ν
ν

ν
ν

ν
ν

+ +

=

+ +

=

+ +

=

+ + + + +
′

≤ + + + + + +

+ + + + + + +

= + + + + +  

+ + +

∑

∑

∑

 

证毕。 

引理 6：设 ( )f z 是复平面上满足
( )
( )

1log ,
,

lim
log ,r

T r f
T r f

T r f→∞

 
+  

  < +∞的超越亚纯函数。若 0 1δ< < ，则存

在一个充分大的正数 0r′，使得对于每个 0r r′> ，集合 

( ) ) ( ) ( )1: , , , ,
2

a a r T r f N r a T r fδ < − > 
 

 

含于至多
10
δ

 
  

个半径为
( ),

36e
T r fδ

−
的小圆内。 

证：由于 ( )f z 是复平面上的超越亚纯函数，所以 

( )
loglim 0,

,r

r
T r f→∞

=  

显然
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( )
( )

log ,
lim 0

,r

T r f
T r f→∞

= 。

 
我们取 0 0r r′ > ，且 0r r′> ，有 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

log , log log 3 12 1 4 7 16 87 48 2 ,
, , , 3

T r f r qq M M q q
T r f T r f T r f

+

+ + + + + + <                  (4) 

其中 0r 由引理 5 确定。 

如果引理 6 的结论不成立，则必定存在一个正数 0r r′> 和
10 1q
δ

 = +  
个点 ( )1,2, ,a qν ν = � 使得 

a rν ≤ ，
( ),

36
1
min e ,

T r f

q
d a a

δ

µ νµ ν

−

≤ < ≤
= − ≥  

( ) ) ( ) ( ) ( )1, , , , 1, 2, ,
2

T r f N r a T r f qν
δ ν− > = � 。 

由引理 5 可得 

( ) ( ) ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1

1

, , ,
2

4 , 2 1 4 7 log , 8 71 48 log

38 2 log 2 log

4 , 2 1 4 7 log , 8 71 48 log

8 2 log 2 log 3 2 ,
36

q

q

q T r f T r f N r a

T r f q M T r f M q r

qM a q
d

T r f q M T r f M q r

q M r q q q T r f

ν
ν

ν
ν

δ

δ

=

+ +

=

+

< −

≤ + + + + + +  

+ + +

< + + + + + +  

+ + + +

∑

∑ ，

 

于是有 

( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

log ,1 1 10 1 4 2 1 4 7
2 18 ,

log log 316 87 48 2
, ,

T r f
q M

T r f

r qM q q
T r f T r f

δ
δ

+

    − + < + + +        

+ + + +  

。 

结合(4)和上式可得：
40 14
9 3
< + ，矛盾。证毕。 

3. 主要结果的证明 

取正整数 0k ，使得 0
0

36log log
max 1 ,2 2log log

2 2

rk δ

δ δ

 
 ′

> + 
 

− − 

，其中 0r′由引理 6 确定。设 ( )0kr k k≥ 为引理 3

中定义的序列。按照引理 3，集合 ) ( ){ }1: ,a a f δ∆ > 应含于 

) ( )
( )

1 ,
:1 lim

, 2
k

k k

N r a
a

T r f
δ

→∞

  − > 
  

，

 
而后者又含于 

( ) ) ( ) ( )
0

1: , , , ,
2k k k k

j k k j
a a r T r f N r a T r fδ∞ ∞

= =

 < − > 
 

∩ ∪ 。 
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由引理 6，对于每一个固定的 ( )0k k k≤ < ∞ ，集合 

( ) ) ( ) ( )1: , , , ,
2k k k ka a r T r f N r a T r fδ < − > 

 
 

应该含于至多
10
δ

 
  

个半径为
( ),

36e kT r fδ
−

的小圆
101,2, ,klC l
δ

  =    
� 内。当 ,k l 变化时，将所有的小圆重

新记为 ( )0 0 0
10 10; , 1, ; 1, 2, ,nC n k k l k k k l
δ δ

    = − + = + =        
� � 。 nC 的半径为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
110 02 2 22 10 10 10

36 2 36 2 236 236 ,e e e e e
n l nk k nk

T r f δ δδδ
δ δ δδ δ δ δ

− + + −
     

− − −     −      
− − −−− = = ≤ ≤ ，

 
 

于是定理 1 得证。 
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