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Abstract 
In this paper, we study incompressible Navier-Stokes-Fourier limit of the two dimensional 
Boltzmann equation. The solution of the Boltzmann equation has no high order regularity in the 
bounded region, so we use a recent quantitative L2-L∞ approach [1] with a new L4 estimate for the 
hydrodynamic part, to obtain uniform upper estimation of the linear part of remainder equation, 
and then obtain the existence of the solution of remainder equation through iteration. Finally, we 
get existence of the solution of the Boltzmann equation and the convergence limit. 
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摘  要 

本文拟研究二维空间区域上玻尔兹曼方程的不可压缩Navier-Stokes-Fourier极限。由于有界区域上的玻

尔兹曼方程的解没有高阶正则性，故本文拟采用最新的L2-L∞方法[1]并结合解的宏观部分的L4估计，来

获取余项方程线性部分的一致上界估计，进而通过迭代方法得到余项方程解的存在性，最后得出原玻尔

兹曼方程解的存在性和收敛极限。 
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1. 引言 

本文考虑如下玻尔兹曼方程的不可压缩极限： 

( )1 2 ,x vv F F Q F Fε ε ε− −⋅∇ + Φ ⋅∇ = , ( ) 3,x v ∈Ω× , 

( ) ( ) ( ) ( ){ }( )0 0
, 2 , d

n x v n x u
F x v F x u n x u uµ

⋅ < ⋅ >
= π ⋅∫ , x∈∂Ω ,                  (1) 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 2, , d d , ,Q F H v B v u F v H u F v H u u Q F H v Q F H vω ω + −′ ′= − − = −  ∫ ∫ 
. 

其中Ω是 2 上有界区域， ( )v v v u ω ω′ = − − ⋅   ， ( )u u v u ω ω′ = + − ⋅   ， ( ) ( )1 2 3 ˆ, , ,v v v v v v= = ， 

2 ˆ,v v∈ ∈ 。定义

( )

2| |
2

3
2

1 e
2

v

µ
−

=
π

， ( ),B V Vω ω= ⋅ 。 ( ) ( )1 2, ,0xΦ = Φ Φ 表示给定的外力，F 是稀薄 

气体分子的分布函数， ε 表示气体分子的平均自由程。 
文献[2] [3]在一些先验假设下研究了玻尔兹曼方程的不可压缩的 Navier-Stokes-Fourier (简称 INFS)极

限。对于重整化解的收敛极限，完整证明由[4]给出。对于稳态 Boltzmann 的研究则比较少，正如文献[5]
所指出，尽管稳态 Navier-Stokes-Fourier 方程在应用中很重要，但从稳态 Boltzmann 推导出稳态

Navier-Stokes-Fourier 方程一直是一个待解决的重要问题。最近文献[6]通过 L2-L∞方法结合 L6估计证明了

三维稳态玻尔兹曼方程的不可压缩极限。在此基础上我们研究二维稳态玻尔兹曼方程的不可压缩极限。

需要指出，相比于三维情形，对于二维稳态玻尔兹曼方程，我们需要 L2-L∞方法结合新的 L4 估计来研究，

由此导致了不同估计和困难。 
本文主要结果如下： 
定理 1.1：设Ω是 2 中的有界开集，边界 ∂Ω属于 3C ，若 ( )1CΦ∈ Ω ，且 ( )2 1L Ω

Φ  ，则 

对于 0 1ε<  ，(1)存在唯一解 F fµ ε µ= + ，f 满足 

( )2 11 ,x vv f f Lf f f vε µ ε ε µ
µ

− ⋅∇ + Φ ⋅∇ + = Γ + Φ ⋅  ，在Ω上， 

f P fγ= ，在 γ −上， 

并且 

( ) ( )1 1 2 1 2
2 4 2,

1 1f Pf I P f P f wfγν
ε ε ε− −

∞+
+ + − + − +  , 

其中 ( ) ( )
( )

( ) ( ){ }
0

2 d
n x u

P f v f u u n x u uγ µ µ
⋅ >

= π ⋅∫ ， ( )
2

e vw v β= ， 0 1β<  。 
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最后，当 0ε → ，f在 ( )2 3L Ω× 上弱收敛于 ( )2
1 5 2f u v vθ µ = ⋅ + −

 
，而 ( ), ,p u θ 是具有狄利克

雷边界条件以及外力场Φ 的稳态INFS方程的唯一弱解： 
x xu u p uσ⋅∇ + ∇ = ∆ +Φ， 0x u∇ ⋅ = ，在Ω上， 

xu θ κ θ⋅∇ = ∆ ，在Ω上， 

( ) ( )0, 0u x xθ= = ，在 ∂Ω上，其中 ( )1 2,u u u= 。 

2. 预备知识和主要引理 

首先引进一些基本记号： 

我们定义下列范数： ( )2 3
1 2 1 2

2 Lν
ν ν

Ω×
⋅ ≡ ⋅ = ⋅


； ( )( )

1

, 1 , 1 d
p p

p p
f f f x vγ γ

γ
± ±±

= = ∫ ， 

( ) ( )d d dn x v S x vγ = ⋅ ；
∞

⋅ 表示 ( )3L∞ Ω× 范数或者 ( )L∞ Ω 范数；
∞
⋅ 表示 ( )3L∞ ∂Ω× 范数或者 ( )L∞ ∂Ω

范数。 

X Y<


等价于 X CY<


，C 是与 ,X Y 无关的常数；定义

2 3
2

v
Pf a v b cµ µ µ

−
= + ⋅ + 。 

定义 2.1：记 3Ω× 的边界为 3γ = ∂Ω× ，我们将 γ 分为以下三种情况： 

( ) ( ){ }3, : 0x v n x vγ + = ∈∂Ω× ⋅ > , 

( ) ( ){ }3, : 0x v n x vγ − = ∈∂Ω× ⋅ < , 

( ) ( ){ }3
0 , : 0x v n x vγ = ∈∂Ω× ⋅ = . 

定义 2.2：设 ( ), ,t x v 是任意一点，且 ( ) 0,x v γ∉ ，令 ( ) ( )0 0 0, , , ,t x v t x v= ，我们有如下定义： 

( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , , , , ,k k k k b k k b k k kt x v t t x v x x v v+ + + += − , 

( ) [ ) ( ) ( ){ }
1 ,; , , 1

k kcl k k kt t
k

X s t x v s x s t v
+

= + −∑ , 

其中，对于 ( ) 3,x v ∈Ω× ， ( ) { }, inf 0 :bt x v t x tv= > − ∉Ω ， ( ) ( ), ,b bx x v x t x v v= − ∉Ω。 

引理 2.3：假设 ( )3L∞Φ∈ Ω× ，存在 ( )2 3g L∈ Ω× 使得 

( )3 , d d 0g x v x vµ
Ω×

=∫∫ 
,                                (2) 

且 f 是下述方程在分布意义下的解： 

( ) 1 2 2 111
2 x vv f v f f Lf gλ τ ε ν ε ε ε τ− − + − − Φ ⋅ + ⋅∇ + Φ ⋅∇ + =  

，在 3Ω× 上，         (3) 

f P fγ− = ，在 γ −上， 

则对足够小的 0λ ≥ 以及趋于 1 的 [ ]0,1τ ∈ ， 

( ) ( ) ( )1

2,
2 2

1 1gP f I P f P f o fγν
ε

ν
−

+
< − + − + +





,                  (4) 

且 ( ) 1
21f fλ τ ε −< −



，                               (5) 

( ) ( ) ( )
1

1 2
2,

4 2

1 1gP f I P f P f o f wfγν
ε ε

ν
−

∞+

 
< − + − + + + 

 





,             (6) 
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其中 f f f µ= −


， ( ) ( )3 3d d d df f x v x vµ µ
Ω× Ω×

= ∫∫ ∫∫ 
。 

证明：(4)，(5)的证明见参考文献[6]，下面证明(6)。  

令 ( ) 1 211
2

vτω λ τ ε ν ε−= + − − Φ ⋅ ，根据格林公式(见参考文献[6])，得  

{ } { }3
2 2

x v x vv f f v f f f
γ γ

ε ψ ψ ε ψ ψ ψ+ −Ω×
⋅∇ + Φ ⋅∇ + ⋅∇ + Φ ⋅∇ = −∫∫ ∫ ∫

. 

结合上式以及 0LPf = ，由(3)得到 

( )
3

3 3

2

1

x vf v f f f f

L I P f g

τ γ γ
ω ψ ψ ε ψ ψ ψ

ε τ ψ ψ

+ −Ω×

−

Ω× Ω×

− ⋅ ∇ − Φ ⋅∇ + −

= − − +

∫∫ ∫ ∫
∫∫ ∫∫



 

.                    (7) 

令 a f a− =  ，则

2 3
2

v
P f a v b c µ

 −
= + ⋅ + 
 
 



 ，分以下三步证明。 

第一步 估计 c，对于足够小的 0ε > ，我们将证明如下结论： 

( ) ( ) ( ) ( )1
4 4 4 2,

2

1 1 1 gc o Pf I P f P f P fγν
ε

ν
−

+
< + − + − + − +


.              (8) 

这里择测试函数 ( ) ( ),4 ,4c c x cv v xψ ψ β µ ϕ= ≡ − ⋅∇ ，其中 ( ) ( )3
,4x c x c xϕ−∆ = ， ,4 0cϕ ∂Ω

= ， cβ 是一待

定常数。                             
估计(7)的右边需要下列 Sobolev-Gagliardo-Nirenberg 不等式： 

对于 1 p N≤ ≤ 和有界 1 区域 NΩ⊂  ，若 ( )1, pu W∈ Ω ，则对任意的 * Npp p
N p

≤ =
−

，有

( ) ( )

**

1,

1

, , p

pp
Wu C N P u

Ω
Ω

 
≤ Ω 

 
∫ ， 并且 ( )1, pW Ω 连续嵌入 ( )*pL Ω  (见文献[7])。 

当 2N = 时，我们想要 * 2p = ，所以由
1 1 1

2 2p
− ≤ ，得 1p ≥ ，这里我们取

4
3

p = ，则对于任意的

4 ,2
3

q  ∈   
， 

42,
3,4 ,4c cq W

ϕ ϕ∇ < ∇


, 

因此由标准椭圆估计(见参考文献[8])，得到 

42,
3 4

33
4,4 ,42
3

c c W
c cϕ ϕ∇ < < =

 

,                             (9) 

那么                 

(7)的右边 ( )3 1
4

2

gc I P f
ν

ε
ν

− 
< − + 

 

。                       (10) 

将 ( )2
,4 ,4c c x cv uvψ ψ β ϕ= = − ⋅∇ 代入(7)，则(7)的左边可以写成如下形式： 

( )( )( ) ( )3

22
,4

1
d dc i i c x

i
n x v v v x f S vβ µ ϕ

∂Ω×
=

⋅ − ∂∑∫∫ 
                     (11) 
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( ) ( ) ( )3

221
,4

1
1 d dc i c

i
f v v x x vλ τ ε ν β µ ϕ−

Ω×
=

 + + − − ∂  ∑∫ 
                  (12) 

( ) ( )3

22
,4

, 1
d dc i j ij c

i j
v v v x f x vβ µ ϕ

Ω×
=

 
− − ∂ 

 
∑∫∫ 

                      (13) 

( ) ( ) ( ) ( ){ }3

2 22
,4 , ,4

,
2i i j c j c i j c i j j c

i j
v v v x v v v x fε µ β ϕ δ β ϕ

Ω×
 − Φ − ∂ + − + ∂
 ∑∫∫ 

.        (14) 

我们对每一项进行估计。 
对 f 进行分解得到： 

( )
2 3
2

v
f a v b c I P fµ

 −
= + ⋅ + + − 
 
 

，在 3Ω× 上，                  (15) 

( )1 1f P f P fγ γ γγ +
= + − ，在 γ 上。                           (16) 

取 5cβ = 使得 ( ) ( )3

2 2 d 0, 1,2c iv v u v v iβ− = =∫


，则由奇函数性质，(13)表达式变成如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

22 2 2
,4

1

3
13 5 d d

2i ii c
i

v
v v v v x c x xµ ϕ

Ω
=

−
= − − ∂∑∫ ∫

                  (17) 

( ) ( ) ( )3

2 2
,4

1
5 i x i c

i
v v v I P fµ ϕ

Ω×
=

− − ⋅∇ ∂ −∑∫∫ 
.                      (18) 

计算可得 ( ) ( )3

2
2 2 3

d 5
2c i

v
v v v vβ µ

−
− =∫ ，则由 3

,4x c cϕ−∆ = 得 

( ) 4
,4 417 5 5x c c cϕ

Ω
= − ∆ =∫ .                               (19) 

( ) ( ) ( )32
4,2 44 4
3

18 c I P f c I P fϕ≤ ∇ − ≤ − .                       (20) 

当 5cβ = 时，由( ( )i jv v i j≠ 的奇性可得 

( )( )( ) ( )3

22
,4

1
d d 0c i i c x

i
n x v v v x P f S vγβ µ ϕ

∂Ω×
=

⋅ − ∂ =∑∫∫ 
. 

且当Ω是 N 上的 1C 区域时，我们有下述估计 

( )
( ) ( )

( )( )
11 1

d , d d

N p
p N p N p p pN pS x u C N p x u x u

−
− −
−

∂Ω Ω Ω

 
≤ + ∇ 

 
∫ ∫ ∫ . 

当
4
3

p = 且 2N = 时，
( )1

2
p N

N p
−

=
−

。 

令 ,4cu ϕ= ∇ ，由(9)得
( ) ( )

2 41,
3 3

3
,4 ,4 4x c x cL W

cϕ ϕ
∂Ω Ω

∇ < ∇ <
 

，所以 

( ) ( ) ( )
1

32
,4 42,2, 2,

11 1 1x cP f P f cγ γµ ϕ
++ +

< − ∇ < −
 

.                     (21) 

由(9)以及 Holder 不等式可得 

( ) ( )( ) ( ){ } 3
4 44

12 1o Pf I P f cλ< + × + −


,                       (22) 
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其中，我们令 ( )1 1oτ ε= + 。 

最后，将(15)代入(14)，通过计算以及奇函数性质可得 

( ) ( )4 32
4 4 4

14 c c I P fε
∞

 ≤ + − Φ  .                         (23) 

由(10)，(19)，(20)，(21)，(22)，(23)得 

( ) ( ) ( ) ( )1
4 4 42,

2

1 gc o Pf I P f I P f I P fγ ν
ε

ν
−

+
< + − + − + − +


. 

第三步 估计 b。我们将得到，对足够小的 0ε > ，有 

( ) ( ) ( ) ( )1
4 4 42,

2

1 gb o Pf I P f I P f I P fγ ν
ε

ν
−

+
< + − + − + − +


.            (24) 

我们通过估计 ( ) ( )1 3 , 1,2i j j ib b i j−∂ ∂ ∆ = 和 ( ) ( )1 3
j j i ib b i j−∂ ∂ ∆ ≠ 来估计 b。 

对固定 ,i j ，为了估计 ( )1 3
i j j ib b−∂ ∂ ∆ ，我们选择测试函数 

( ), 2
,4 ,4 , , 1,2i j j

b i b j bv i jψ ψ β µ ϕ= ≡ − ∂ = ,                         (25) 

其中 bβ 是一个待定常数且 ( ) ( )3
,4 ,4, 0j j

x b j bx b xϕ ϕ
∂Ω

−∆ = = 。 

与前面类似，将测试函数(25)代入(7)右边得 

(7)右边 ( )3 1
4

2

gb I P
ν

ε
ν

− 
≤ − + 

 
。                        (26) 

下面我们将(15)和(16)代入(7)左边，通过计算化简得到 

( )( )( ) ( )3
2

,4 1j
i b j bn x v v P fγ γβ µ ϕ

+∂Ω×
 ⋅ − ∂ − ∫∫



1                       (27) 

( ) ( )3
1 2

,41 j
i b j bv f vλ τ ε β µ ϕ−

Ω×
 + + − − ∂ ∫∫



                          (28) 

( )3
2

,4
j

i b l lj b
l

v v fβ µ ϕ
Ω×

 + − ∂ 


∑∫∫


                                 (29) 

( )3
2 2

,4 ,42j j
i b j b i i j bf v v vε µ β ϕ ϕ

Ω×
 − Φ ⋅ − ∂ + Φ ∂ ∫∫ 

                     (30) 

与前面类似， 

( ) ( ) ( ) 3
,4 42,2, 2,

27 x bI P f I P f bγ γϕ
++ +

< − ∇ ≤ −


.                     (31) 

( ) ( )( ) ( )( ) 3
4 44

28 1o Pf I P f bλ< + + −


.                        (32) 

将(15)代入(29)，由函数的奇性得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 3
2 2 2

,4 ,4
1,2

29 j j
i b l lj b l i b l lj b

i
v v x b v v x I P fβ µ ϕ β µ ϕ

Ω× Ω×
=

 = − − ∂ + − ∂ − ∑ ∫∫ ∫∫ 
.      (33) 

选择 0bβ > 使得对 1,2i = ， ( ) ( )
( )

( )
2

1

3
2 2 2

1 11 2
1d e d 0

2

v

i b bv v v v vβ µ β
−

− = − =
π∫ ∫ 

，计算得 

(33)中第一项 ( )( )1 32 i j j ib x b−

Ω
= ∂ ∂ ∆∫ ，                          (34) 
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(33)中第二项 ( ) ( )32
4,4 44 4
3

b I P f b I P fϕ< ∇ ⋅ − ≤ ⋅ −


。                 (35) 

( ) ( )( )44 32
4 4 4

30 b b I P fε
∞

< Φ + ⋅ −


.                           (36) 

由(26)，(31)，(32)，(34)，(35)，(36)得，对足够小的 ε， 

( ) ( ) ( ) ( )31 3 1
4 42,

2

1i j j i
gb b b I P f I P f o Pfγν

ε
ν

− −

Ω +

 
∂ ∂ ∆ < − + + − + 

 
∫



.          (37) 

下面估计 ( ) ( )1 3 ,j j i ib b i j−∂ ∂ ∆ ≠ ，选择 ( )2
,4 ,j

i j j bv v v x i jψ µ ϕ= ∂ ≠ 。与(26)类似， 

(7)右边 ( )3 1
4

2

gb I P f
ν

ε
ν

− 
< − + 

 

。 

同样地，将(15)，(16)代入(7)左边，由奇函数性质可知 

( )( )

3 3

3

3

22
,4

1

2 2 2
,4 ,4

2 2
,4

1

i
x i j l lj b

l

i i
i j ij b j jj b j

i
i j l lj b

l

v f v v v v f

v v v b b

v v v v x I P f

ψ µ ϕ

µ ϕ ϕ

µ ϕ

Ω× Ω×
=

Ω×

Ω×
=

 − ⋅∇ = − ∂ 
 

 = − ∂ + ∂ 

− ∂ −

∑∫∫ ∫∫

∫∫

∑∫∫

 





.                 (38) 

(38)中第一项 ( ) ( )1 3 1 34 i j i j j j i ib b b b− −

Ω
 = − ∂ ∂ ∆ + ∂ ∂ ∆ ∫ 。 

其余项估计与前面类似，所以我们得到 ( )1 3
j j i ib b−∂ ∂ ∆ 的估计，结合(37)得到(24)。 

第四步 估计 a，我们将证明对于足够小的 ε ， 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
4 4 2

4

2

2,
2

1

1

a o Pf I P f I P f

gI P f o fγ

ε

ν

−

+

< + − + −

+ − + +





.                      (39) 

这里选择测试函数 ( ) ( )
22 2

,4 ,4 ,4
1

a b x a b i i a
i

v v u v v uψ ψ β ϕ β ϕ
=

= ≡ − ⋅∇ = − ∂∑ ， 

其中 ( ) ( ) ( )3 3
,4

1
x a x a x a xϕ

Ω
−∆ = −

Ω ∫  ， ,4 ,4
10, 0a an

ϕ ϕ
Ω

∂Ω

∂
= =

∂ Ω ∫ 。 

选择 10aβ = ，使得 ( ) ( )3

2
2 23

d 0
2a i

v
v v v vβ µ

−
− =∫ ，则将 aψ 代入(7)右边得 

(7)右边 ( )
3

1

4 2

ga I P f
ν

ε
ν

− 
< − + 

 




。 

将(15)，(16)代入(7)左边，包含 ,b c 的项积分为 0。对 a 的估计，处理方法同 ,b c ，只需验证： 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )( )

3

3

3

2 2
,

, 1

2 2 2
,4

1

42 2 2 3 3

1 4

1 5

a i l il a k
i l

a i ii a
i

a i
i

v v v x a x v

v v a

v v a a a a

β ϕ µ

β µ ϕ

β µ

Ω×
=

Ω×
=

Ω× Ω
=

− ∂

= − ∂

 
= − − = −  Ω 

∑ ∫∫

∑∫∫

∑∫∫ ∫





 







. 
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因为 

( ) ( ) ( ) ( )
4 41 1 1 1

4 2 22 2 2 2
4 2 2

I P f I P f I P f C I P f wfηε ε ε η ε
− −

∞∞

       
− < − − < − +       

        

, 

所以 ( ) ( ) ( )
1

1 2
4

1I P f I P f o wf
ν

ε ε−
∞

− < − +


， 

从而(6)成立。证毕。 
引理 2.4：令 f 满足 2 1 1

0x vv C v f K f gβε ε λ ε− − ⋅∇ + Φ ⋅∇ + + ≤ +  ， 

f P fγγ −
≤ , 

其中 21v v= + ， 0λ ≥ 。对于
10
4

β< < ， ( ) ( )3 , dK f k v u f u uβ β= ∫ ， 

( ) { }
22 2

1 2
2, : exp

v u
k v u v u v u v u

v u
β β β−

  −  = − + − − − − −  

. 

如果 ( )4 3Pf L∈ Ω× ， ( ) ( )2 3I P f L− ∈ Ω× ，那么，对于 ( )
2

e vw v β ′= ， 0 β β′<  ， 

( ) ( ) ( )4 3 2 3
11 2 3 2 1

L L
wf v wg Pf I P fε ε ε− −

∞ Ω× Ω×∞
< + + −


 
.               (40) 

证明：要证明引理 2.4，只需要证明 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

5 4
2 0

0 0

4 3 2 30

11 2 5 4 1 2 3 2
0

4, 1
5

1

C T

T T

T L L

h x v CT o C h C v wg

C Pf I P f

ε ε ε

ε

−

∞ ∞

Ω× Ω×

   ≤ + + 
   

 + + −   

.             (41) 

二维区域上的变量替换 ( )( ); , ; , , ,clv y X s s X s t x v v′ ′= ，对于 { }1 0max 0,t s s Tκε′ ′≤ ≤ − ≤ ， 

( ) ( ) ( )( )2 d d
s

t s
X x s v s s x

τ
ε τ τ τ

′
′ ′ ′′ ′′= + − + Φ∫ ∫ .

 
由计算可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) 0
1

2 2
0

;
d d ; ;

e

si m
ij m is s

mj j

C T
ij C

X s s Xs s X s s
v v

s s O T

τ
δ τ τ τ τ

δ ε Φ

′ ′′∂ ∂′ ′ ′′ ′′ ′′= − − + ∂ Φ
′ ′∂ ∂

 ′= − − + Φ 

∑∫ ∫
. 

由下界 s s κε′− ≥ ，得 ( ) ( )( )0
1

2 2 2 2 2
0det ; det eC T

v ij CX s s s s O Tδ ε κ εΦ
′ ′ ′∇ = − + Φ >



。 

对于二维区域，由参考文献[6]可知，要证明(41)只需证明下面两个不等式，其他计算同三维。 

( )( )( )

( )( )( )

( )

( )

3

4 3

1 2
cl cl'

1
4 41 2

cl cl'

1
441 2

2 2

; , ; , , , d d

; , ; , , , d

1, d d

v u

m v

m

m L

Pf X s s X s t x v u u v

Pf X s s X s t x v u v

Pf y u y u
k

Pf

ε

ε

ε
εΩ×

Ω×

′ ′ ′

 ′ ′ ′<   

 <   
<

∫ ∫

∫

∫










, 
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( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )

( ) ( )

( ) ( )

3

2 3

1 2
cl cl'

1
2 21 2

cl cl

1 2
21 2

2 2

; , ; , , ,

; , ; , , , , d d

1, d d

1

v u

m

m

m L

I P f X s s X s t x v u dudv

I P f X s s X s t x v v u v u

I P f y u y u

I P f

ε

ε

ε
κ ε

ε

Ω×

Ω×

′ ′ ′−

 ′ ′ ′< −  

 < −  

< −

∫ ∫

∫∫

∫∫











. 

结论成立。证毕。 
引理 2.5：假设(2)仍然成立，则对于充分小的 0ε > ，下式存在唯一的解， 

2 11
x vv f f Lf gε µ ε

µ
− ⋅∇ + Φ ⋅∇ + =  ，在 3Ω× 上， 

f P fγγ −
= , 

并且 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 2 1
2 2 222,

1Pf I P f P f f v I P g Pgγν
ε ε ε ε− − − − −

+
+ − + − + < − +



,        (42) 

( ) ( ) ( )
1

1 2
4 2,

2

1 1gPf I P f P f o wfγν
ε ε

ν
−

∞+
< − + − + +


.                (43) 

证明：(42)的证明见参考文献[6]。 0f = ，所以(43)可由引理 2.3 的(6)得到。 

3. 定理 1.1 的证明 

本节将给出定理 1.1 的证明。为此，我们定义一个范数： 

 
( ) ( )1 1 2 1 2

2, 42
: 1f I P f P f f Pf wfγν
ε ε ε− −

− ∞
= − + − + + + . 

我们有如下结论。 
定理 3.1：假设 ( )2 3,L g L∞Φ∈ ∈ Ω× 使得 

( )3 , d d 0g x v x vµ
Ω×

=∫∫ 
, 

则对于足够小的 0ε > ，下式存在唯一解 

2 11 ,x vv f f Lf g f P fγγ
ε µ ε

µ
−

− ⋅∇ + Φ ⋅∇ + = =  , 

且有 

( )3 , d d 0f x v x vµ
Ω×

=∫∫ 
, 

 
( ) 11 1 2 1 1 2 3 2

22
f v I P g Pg wf v wgε ε ε ε −− − −

∞ ∞
< − + + +


.              (44) 

证明：根据引理 2.5，要证定理 3.1，只需要证明(44)。首先用引理 2.4 中的(40)估计(43)中的
1
2 wfε

∞
，

得到对于足够小的 ε ，有 

( ) ( ) ( ) 11 3 2
4 2,

2

1 1gPf I P f P f o v wgγν
ε ε

ν
−−

+ ∞
< − + − + +


.             (45) 
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由(40)，(42)，(45)可以得到(44)。 

引理 3.2：对于
2

e vw β= ， 0 1β<  ，我们有 

( ) ( ){
( ) }

2 2
, ,

4 22 , ,,

1 2 1 2 1 2 1 1 2

1 2 1 1 2

,
x v x v

x v x vx v

L L

L LL

v f g wg v I P f

wf v I P g Pf Pg

ε ε ε

ε ε

− −
± ∞

−
∞

 Γ < −  

 + − +  



,            (46) 

其中 ( ) ( ) ( )1, , , ,f g Q f g Q g fµ µ µ µ
µ± ± ±
 Γ =  。 

证明：由参考文献[6]可以得到 

( )

( )( ) ( )( )
( )

2
,

2 2
, ,

2
,

1 2

1 2 1 2

1 2

,

, ,

,

x v

x v x v

x v

L

L L

L

v f g

v I P f g v f I P g

v Pf Pg

−
±

− −
± ±

−
±

Γ

< Γ − + Γ −

+ Γ



. 

要证明(46)，只需要估计最后一项，其余证明同参考文献[6]。 

由 Pf 关于 v 的强衰减性，可以得到，对于任意的1 p≤ ≤ ∞， ( ) ( )0
1 , p

v
v

L
L

Pf x v Pf x
µ ∞

+ <


，其中 0µ +

表示 δµ ， 0 1δ<  。对于固定 v，由 ( ) 0
1 2 0 0,

vL
v µ µ− + +Γ < ∞，我们有 

( )

( ) ( ) ( )

2
,

4 22 2

4 2
, ,

1 2

1 2 0 0

,

,

x v

v vv x

x v x v

L

L LL L

L L

v Pf Pg

v Pf Pg

Pf Pg

µ µ

−
±

− + +

Γ

< Γ ⋅ ⋅

<




. 

由此可以得到(46)。证毕。 
定理 1.1 的证明：根据上述结果，按照文献[1]的推导可得 f 的存在唯一性，并且它的弱极限点 

( )2
1 5 2f u v vθ µ = ⋅ + −

 
的系数 ( ), ,p u θ 满足 INSF 方程和边界。由于 F fµ ε µ= + ，F 的存在唯一性 

可以直接得到。证毕。 
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