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摘  要 

图的完美匹配的计数问题已经被证实是NP-困难问题，因此想要得到一般图的完美匹配数是非常困难的。

根据图中饱和某个顶点的完美匹配进行分类讨论，得到图的相应完美匹配数的递推关系式，通过求出递

推关系式的通解，从而求出图的完美匹配数，是一种有效计算图的完美匹配数的方法。而对于一些直接

利用饱和某个顶点进行分类讨论求解不出来的图类，则可以通过对图进行合适的变换得到相应的变换图，

再利用饱和某个顶点，对两个图的完美匹配进行分类讨论，从而得到两组有关联的完美匹配数的递推关

系式，间接求出图的完美匹配数。本文利用上述方法给出了几类特殊图中完美匹配数的递推公式。 
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Abstract 
The counting problem of perfect matchings of graphs has been confirmed to be NP-hard and 
therefore obtaining the number of perfect matchings of general graph is very difficult. According 
to the perfect matching that saturates a certain vertex in graph, we can give the classification of 
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perfect matchings of graphs, and obtain the recursive relation for the corresponding number of 
perfect matchings of the graph. It is an effectively method to calculate the number of perfect 
matchings of graph by presenting the general solution of the recursive relation. And for some 
graphs that cannot be solved by using above method, by constructing transformation graph, we 
can give the recursive relations of the number of perfect matchings of original graph and corres-
ponding transformation graph. In this paper, we give the recursive formulae for the number of 
perfect matchings in some special classes of graphs, and present the exact number of perfect 
matchings of these special graphs. 
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1. 引言 

图的完美匹配计数理论具有较强的物理、化学背景，其研究结果在多个领域都有广泛应用[1] [2] [3] 
[4]。Valiant 在 1979 年证明了图的完美匹配的计数问题是 NP-困难问题，因此想要得到一般图的完美匹

配的计数公式是非常困难的[5]。目前，已有一些文献对特殊图类的完美匹配数作了相关的研究[6]-[11]。
本文利用分类、递推、消元的方法给出了四类特殊图的完美匹配的计数公式。 

定义 1 [1] 若图 G 有一个 1-正则生成子图，则称该生成子图称为图 G 的完美匹配。 
定义 2 [1] 设图 G 是一个有完美匹配的图，若图 G 的两个完美匹配 1M 和 2M 中有一条边不同，则称

1M 和 2M 是 G 两个不同的完美匹配。 
定义 3 设四个点的三角格子图 i

rT 的顶点集合为 ( ) { }( )1 2 3 4, , , 1, 2,3, ,i
r i i i iV T u u u u i n= =  ，分别连接 i

rT

和 1i
rT + 的顶点 2iu 和 1,1iu + 及 3iu 和 ( )1,4 1, 2,3, , 1iu i n+ = − 所得的图记为 2 rnT− ，如图 1 所示。 

定义 4 图 G 中的每一条边用 3P 替换得到的变换图称为图 G 的剖分图，记为 ( )S G 。 3K 为三个点的

完全图。设 3K 剖分图的顶点集合为 ( )( ) { }( )3 1 2 3 4 5 6, , , , , 1, 2,3, ,i
i i i i i iV S K u u u u u u i n= =  ，分别连接 ( )3

iS K 和

( ) 1
3

iS K +
的顶点 1iu 和 1,1iu + 及 3iu 和 ( )1,5 1, 2,3, , 1iu i n+ = − 所得的图记为 ( )32 nS K− ，如图 2 所示。 

定义 5 设 6F 为在六个点{ }( )1 2 3 4 5 6, , , , , 1, 2,3, ,i i i i i iu u u u u u i n=  的圈中，连接 1iu 和 4iu ， 2iu 和 5iu ， 3iu

和 6iu 得到的图。将 6
iF 中的两个顶点 2iu 和 3iu 分别连接 1

6
iF + 中 1,6iu + 和 ( )1,5 1, 2,3, , 1iu i n+ = − ，得到的分图

记为 64 nF− ，如图 3 所示。 
 

 
Figure 1. 2 rnT−   
图 1. 2 rnT−  
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Figure 2. ( )32 nS K−   

图 2. ( )32 nS K−  
 

定义 6 4K 为四个点的完全图。设 4K 的顶点集合为 ( ) { }( )4 1 2 3 4, , , 1, 2,3, ,i
i i i iV K u u u u i n= =  ，分别连

接 4
iK 和 1

4
iK + 的顶点 1iu 和 1,1iu + ， 4iu 和 1,2iu + 及 3iu 和 1,3iu +  ( )1,2,3, , 1i n= − 所得的图记为 43 nK− ，如图

4 所示。 
 

 
Figure 3. 64 nF−    
图 3. 64 nF−  

 

 
Figure 4. 43 nK−   
图 4. 43 nK−  

2. 引理及主要结论 

定理 1 设图 2 rnT− 的完美匹配数为 ( )nα ，则 ( ) 2nnα = 。 
证明 图 2 rnT− 显然存在完美匹配。设图 2 rnT− 完美匹配的集合为 P，图 2 rnT− 含 11 12u u 、 11 13u u 、 11 14u u

的完美匹配集合分别为 1P 、 2P 、 3P ，则 1 2 3P P P = ∅  ， 1 2 3P P P P=   ，故 ( ) 1 2 3n P P P Pα = = + + 。 

1P 中含边 11 12u u 和 13 14u u 。观察图 2 rnT− 可知没有包含边 11 13u u 的完美匹配。 3P 中含边 11 14u u 和 12 13u u 。

由 ( )nα 的定义， ( )1 3 1P P nα= = − ， 2 0P = 。 

所以 ( ) ( ) ( )12 1 2 1 .nn nα α α−= − =  
 

 
Figure 5. Two perfect matchings of ( )1α  (bold edges represent the matching edges)  

图 5. ( )1α 中的两个完美匹配(粗边代表匹配边) 

https://doi.org/10.12677/pm.2022.121004


杨思齐 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.121004 30 理论数学 
 

由图 5 知， ( )1 2α = ，故 ( ) 2nnα = 。 

定理证毕。 
定理 2 设图 ( )32 nS K− 的完美匹配数为 ( )nη ，则 

( ) ( ) ( )5 5 5 51 5 1 5 .
10 10

n n
nη + −

= ⋅ + + ⋅ −  

证明 图 ( )32 nS K− 显然存在完美匹配。设图 ( )32 nS K− 完美匹配的集合为 P，图 ( )32 nS K− 含 15 14u u 、

15 16u u 的完美匹配集合分别为 1P 、 2P ，则 1 2P P = ∅ ， 1 2P P P=  ，故 ( ) 1 2n P P Pη = = + 。 

1P 划分为三类。 1P 中含 15 14u u 、 12 13u u 、 11 16u u 的完美匹配的集合记为 1
1P ； 1P 中含 15 14u u 、 16 12u u 、 13 25u u 、

11 21u u 、 22 26u u 、 23 24u u 的完美匹配的集合记为 2
1P ； 1P 中含 15 14u u 、 16 12u u 、 13 25u u 、 11 21u u 、 22 23u u 、 24 26u u 的

完美匹配的集合记为 3
1P 。则 1 2 3

1 1 1P P P = ∅  ， 1 2 3
1 1 1 1P P P P=   ，由 ( )nη 的定义知， ( )1

1 1P nη= − ，

( )2 3
1 1 2P P nη= = − 。 ( ) ( )1 1 2 2P n nη η= − + − 。 

2P 划分为三类。 2P 中含 15 16u u 、 13 14u u 、 11 12u u 的完美匹配的集合记为 1
2P ； 2P 中含 15 16u u 、 12 14u u 、 13 25u u 、

11 21u u 、 22 26u u 、 23 24u u 的完美匹配的集合记为 2
2P ； 2P 中含 15 16u u 、 12 14u u 、 13 25u u 、 11 21u u 、 22 23u u 、 24 26u u

的完美匹配的集合记为 3
2P 。则 1 2 3

1 1 1P P P = ∅  ， 1 2 3
2 1 1 1P P P P=   ，由 ( )nη 的定义知， ( )1

2 1P nη= − ，

( )2 3
2 2 2P P nη= = − 。 ( ) ( )2 1 2 2P n nη η= − + − 。 

 

 
Figure 6. (a) Two perfect matchings of ( )1η  (bold edges represent the matching edges); (b) Eight 

perfect matchings of ( )2η  (bold edges represent the matching edges) 

图 6. (a) ( )1η 中的两个完美匹配(粗边代表匹配边)；(b) ( )2η 中的八个完美匹配(粗边代表匹配边) 
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综上所述 

( ) ( ) ( )2 1 4 2 .n n nη η η= − + −                                (1) 

递推式(1)的递推方程为 2 2 4 0x x− − = ，特征根为1 5± 。 

递推式(1)的通解为 ( ) ( ) ( )1 21 5 1 5
n n

n c cη = + + − ， 1c 、 2c 为待定常数。 

由图 6 知， ( )1 2η = ， ( )2 8η = 。 

故 

( ) ( ) ( )5 5 5 51 5 1 5 .
10 10

n n
nη + −

= ⋅ + + ⋅ −  

定理证毕。 
定理 3 设图 64 nF− 的完美匹配数为 ( )nβ ，则 

( ) ( ) ( )3 3 3 34 2 3 4 2 3 .
6 6

n n
nβ + −

= ⋅ + + ⋅ −  

证明 图 64 nF− 显然存在完美匹配。欲求 ( )nβ 的解析式，先定义图 1G ，并求出它的完美匹配数的递

推式。把路 ab 的端点 a、b 分别与图 64 nF− 的顶点 15u 、 16u 连两条边，得到的图记为 1G ，如图 7 所示。 
 

 
Figure 7. 1G  
图 7. 1G  

 
图 1G 显然存在完美匹配。 ( )nγ 表示图 1G 的完美匹配数，设图 1G 完美匹配的集合为 P，图 1G 含 ab 、

16au 、 15au 的完美匹配集合分别为 1P 、 2P 、 3P ，则 1 2 3P P P = ∅  ， 1 2 3P P P P=   ，故 

( ) 1 2 3n P P P Pη = = + + 。 

1P 中含 ab ，由 ( )nβ 的定义知， ( )1P nβ= 。 

2P 划分为两类。 2P 中含 16au 、 15bu 、 11 14u u 的完美匹配的集合记为 1
2P ； 2P 中含 16au 、 15bu 、 11 12u u 、

13 14u u 的完美匹配的集合记为 2
2P 。则 1 2

2 2P P = ∅ ， 1 2
2 2 2P P P=  ，由 ( )nγ 和 ( )nβ 的定义知， ( )1

2 1P nγ= − ，

( )2
2 1P nβ= − 。 ( ) ( )2 1 1P n nγ β= − + − 。 

3P 划分为两类。 3P 中含 15au 、 16bu 、 11 14u u 的完美匹配的集合记为 1
3P ； 3P 中含 15au 、 16bu 、 11 12u u 、

13 14u u 的完美匹配的集合记为 2
3P 。则 1 2

3 3P P = ∅ ， 1 2
3 3 3P P P=  ，由 ( )nγ 和 ( )nβ 的定义知， ( )1

3 1P nγ= − ，

( )2
3 1P nβ= − 。 ( ) ( )3 1 1P n nγ β= − + − 。 

故 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 .n n n nγ β γ β= + − + −                             (2) 

再求 ( )nβ 的递推式。设图 64 nF− 完美匹配的集合为 W，图 64 nF− 含 16 11u u 、 16 13u u 、 16 15u u 的完美匹
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配集合分别为 1W 、 2W 、 3W ，则 1 2 3W W W = ∅  ， 1 2 3W W W W=   ，故 ( ) 1 2 3n W W W Wβ = = + + 。 

1W 划分为两类。 1W 中含 16 11u u 、 14 15u u 的完美匹配的集合记为 1
1W ； 1W 中含 16 11u u 、 12 15u u 、 13 14u u 的完

美匹配的集合记为 2
1W 。则 1 2

1 1W W = ∅ ， 1 2
1 1 1W W W=  ，由 ( )nγ 和 ( )nβ 的定义知， ( )1

1 1W nγ= − ，

( )2
1 1W nβ= − 。 ( ) ( )1 1 1W n nγ β= − + − 。 

2W 划分为两类。 2W 中含 16 13u u 、 11 12u u 、 14 15u u 的完美匹配的集合记为 1
2W ； 2W 中含 16 13u u 、 11 14u u 、 12 15u u

的完美匹配的集合记为 2
2W 。则 1 2

2 2W W = ∅ ， 1 2
2 2 2W W W=  ，由 ( )nβ 的定义知， ( )1 2

2 2 1W W nβ= = − ，

( )2 2 1W nβ= − 。 

3W 划分为两类。 3W 中含 16 15u u 、 11 14u u 的完美匹配的集合记为 1
3W ； 1W 中含 16 15u u 、 11 12u u 、 13 14u u 的

完美匹配的集合记为 2
3W 。则 1 2

3 3W W = ∅ ， 1 2
3 3 3W W W=  ，由 ( )nγ 和 ( )nβ 的定义知， ( )1

3 1W nγ= − ，

( )2
3 1W nβ= − ， ( ) ( )3 1 1W n nγ β= − + − 。 

 

 
Figure 8. (a) Six perfect matchings of ( )1β  (bold edges represent the matching edges); (b) Ten perfect matchings of ( )1γ  
(bold edges represent the matching edges) 
图 8. (a) ( )1β 中的六个完美匹配(粗边代表匹配边)；(b) ( )1γ 中的十个完美匹配(粗边代表匹配边) 

 
综上所述 

( ) ( ) ( )4 1 2 1 .n n nβ β γ= − + −                                (3) 

由(2)得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 2 .n n n nγ β γ β− = − + − + −                          (4) 

将(4)代入(3)得 

( ) ( ) ( ) ( )6 1 4 2 4 2 .n n n nβ β β γ= − + − + −                          (5) 

由(3)得 

( ) ( ) ( )1 4 2 2 2 .n n nβ β γ− = − + −                              (6) 
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将(6)代入(5)得 

( ) ( ) ( )8 1 4 2 .n n nβ β β= − − −                               (7) 

递推式(7)的递推方程为 2 8 4 0x x− + = ，特征根为 4 2 5± 。 

递推式(7)的通解为 ( ) ( ) ( )1 24 2 5 4 2 5
n n

n c cβ = + + − ， 1c 、 2c 为待定常数。 

由图 8 知， ( ) ( )1 6, 1 10β γ= = 。 

所以由(3)得， ( )2 44β = 。 

故 

( ) ( ) ( )3 3 3 34 2 3 4 2 3 .
6 6

n n
nβ + −

= ⋅ + + ⋅ −  

定理证毕。 
定理 4 设图 43 nK− 的完美匹配数为 ( )nω ，则 

( ) ( ) ( )4 1 3 .n n nω ω ω= − − −  

其中： ( )1 3ω = ， ( )2 12ω = ， ( )3 47ω = 。 
证明 图 43 nK− 显然存在完美匹配。欲求 ( )nω 的解析式，先定义图 2G ，并求出它的完美匹配数的递

推式。把路 ab 的端点 a、b 分别与图 43 nK− 的顶点 11u 、 12u 连一条边，得到的图记为 2G ，如图 9 所示。

再定义图 3G 。把路 ab 的端点 a、b 分别与图 43 nK− 的顶点 13u 、 12u 连一条边，得到的图记为 3G ，如图

10 所示。 
 

 
Figure 9. 2G    
图 9. 2G  

 
图 2G 存在完美匹配， ( )nψ 表示图 2G 的完美匹配数。图 3G 也存在完美匹配， ( )nπ 表示图 3G 的完美

匹配数。显然， ( ) ( )n nψ π= 。设图 2G 完美匹配的集合为 P，图 2G 含 ab 、 11au 的完美匹配集合分别为 1P 、

2P ，则 1 2P P = ∅ ， 1 2P P P=  ，故 ( ) 1 2n P P Pψ = = + 。 

1P 中含 ab ，由 ( )nω 的定义知， ( )1P nω= 。 

2P 中含 11au 、 12bu ，由 ( )nπ 和 ( )nψ 的定义知， ( ) ( )2 1 1P n nπ ψ= − = − 。 

故 

( ) ( ) ( )1 .n n nψ ω ψ= + −                                  (8) 

再求 ( )nω 的递推式。设图 43 nK− 完美匹配的集合为 W，图 43 nK− 含 12 11u u 、 12 13u u 、 12 14u u 的完美匹

配集合分别为 1W 、 2W 、 3W ，则 1 2 3W W W = ∅  ， 1 2 3W W W W=   ，故 ( ) 1 2 3n W W W Wω = = + + 。 

1W 中含 1112uu 的完美匹配的集合记为 1W 。 ( ) ( )1 1 1W n nπ ψ= − = − 。 

2W 中含 1312uu 的完美匹配的集合记为 2W 。 ( )2 1W nψ= − 。 
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Figure 10. 3G  
图 10. 3G  

 

3W 划分为两类。 3W 中含 12 14u u 、 11 13u u 的完美匹配的集合记为 1
3W ； 1W 中含 12 14u u 、 11 21u u 、 13 23u u 、 22 24u u

的完美匹配的集合记为 2
3W 。则 1 2

3 3W W = ∅ ， 1 2
3 3 3W W W=  ，由 ( )nω 的定义知， ( )1

3 1W nω= − ，

( )2
3 2W nω= − 。 ( ) ( )3 1 2W n nω ω= − + − 。 

 

 
Figure 11. (a)Three perfect matchings of ( )1ω  (bold edges represent the matching edges); (b) Twelve perfect matchings of 

( )2ω  (bold edges represent the matching edges); (c) Four perfect matchings of ( )1ψ  (bold edges represent the matching 
edges)   
图 11. (a) ( )1ω 的三个完美匹配(粗边代表匹配边)；(b) ( )2ω 的十二个完美匹配(粗边代表匹配边)；(c) ( )1ψ 的四个

完美匹配(粗边代表匹配边) 
 

综上所述 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 .n n n nω ψ ω ω= − + − + −                            (9) 
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由(8)得 

( ) ( ) ( )1 1 2 .n n nψ ω ψ− = − + −                               (10) 

将(10)代入(9)得 

( ) ( ) ( ) ( )3 1 2 2 2 .n n n nω ω ψ ω= − + − + −                          (11) 

由(9)得 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2 3 .n n n nω ψ ω ω− = − + − + −                         (12) 

将(12)代入(11)得 

( ) ( ) ( )4 1 3 .n n nω ω ω= − − −                               (13) 

由图 11 知， ( )1 3ω = ， ( )2 12ω = ， ( )1 4ψ = 。 

所以由(11)得， ( )3 47ω = 。 

故 

( ) ( ) ( )4 1 3 .n n nω ω ω= − − −  

其中： ( )1 3ω = ， ( )2 12ω = ， ( )3 47ω = 。 

定理证毕。 
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