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摘  要 

本文研究了带有乘性噪声的非自治随机时滞Kuramoto-Sivashinsky方程解的长时间行为。通过对解的一

致估计，结合随机吸引子的存在性定理，证明了由该方程 [ ] ( )( )2,0 , IC L−ρ 所生成的随机动力系统吸引

子的存在性。 
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Abstract 
In this paper, we study the long time behavior of delay non-autonomous stochastic Kuramoto- 
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Sivashinsky equation with multiplicative noise. We prove the existence of pullback attractors in 
the space [ ] ( )( )2,0 , IC L−ρ  for the dynamical system generated by the equation above, by some 
uniform estimation, together with the existence theorem of pullback attractors. 
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1. 引言 

D-拉回随机吸引子最早是由[1] [2]提出。其中[1]探讨了时滞随机抛物方程的拉回吸引子的存在性及

其上半连续性，并为拉回吸引子的存在性提供了充分条件。[2]提供了充要条件。本文则是在文献[3] [4] [5] 
的基础上，讨论了带乘法噪声的时滞非自治随机 Kuramoto-Sivanshinsky 方程的拉回吸引子。 

考虑如下带有时滞的非自治随机 Kuramoto-Sivashinsky 方程(1)的初边值问题： 

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )

( )

4 2d d , , d d , ,

, , ,
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2 2

, d 0,
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u t x x t R

τ

α ρ τ

τ σ σ ϕ σ
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其中 f 是非线性项，g 是时滞项，W 是定义在概率空间 ( ), ,F PΩ 上的双边实值 Wiener 过程。ρ > 0 是系统

的时滞，常数 α满足 
2

24
lα >
π

 

2. 连续随机动力系统 

本节讨论了由方程(1)时滞随机 Kuramoto-Sivanshinsky 方程所生成的连续随机动力系统。 
首先做一些书写符号上的约定。用 ⋅ 和 ( ),⋅ ⋅ 分别表示 ( )2L I 空间上的范数和内积，

Hρ
⋅ 表示空间 Hρ

上的范数。 
对外力项 f 与时滞项 g 做如下假设： 

H1. ( ) ( )e d , 0,r f r r R
τ β τ β τ−

−∞
∀ > ∈∫  

H2. ( ) ( ) ( )1 2 1 20, 0, ; , , ,gg x x I g s x g s x L s s x I= ∀ ∈ − ≤ − ∀ ∈  

令 ( ) ( ) ( ), , , e , , ,tzv t u tθ ωτ ω φ τ ω ϕ−=  

则 ( ) ( ) ( ), , , e , , ,tzu t v tθ ωτ ω φ τ ω ϕ=  

其中 ( ) ( )0
e dr

t tz r rθ ω θ ω
−∞

= −∫  

由于 21 d d
2

u t u W u W+ =  ，这里“ ”表示 Strotnnovitch 积分，则代入可得(2) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
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由 Galerkin 逼近法(见参考文献[6])，通过假设 H1，H2可得对任意 [ ] ( )( )2, , ,0 ,R C L Iτ ω φ ρ∈ ∈Ω ∈ − ，

方程(2)存在唯一解 ( )·, , ,v τ ω φ 。因此可以定义一连续随机动力系统[1]。 

( )( ) ( ), , , , , ,tt u τ ττ ω φ τ θ ω φ+ −Φ ⋅ = ⋅  

且存在正常数η使得 

( ) ( )
2 22 22 2 2, perD v Dv D v v v H Iα η− ≥ + ∀ ∈  

定义随机变量 
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则由遍历定理可得 
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存在 Ω的不变子集使得 
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若集合 D 满足 

( ) 2
lim e sup , 0, , ,rt

t s
s t r Rτ

τ
θ ω τ ω−
−→+∞ ≤

− = ∀ ∈ ∈Ω  

则称 D 为后项缓增集。 

3. 一致估计 

为得到随机动力系统拉回吸收集的存在性，首先在空间 [ ] ( )( )20, , IC Lρ− 上进行估计。有如下引理 
引理 1 若假设 H1，H2成立，则存在 ( ), , 0T T Dτ ω= > ，使得当 t > T 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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其中 ( ),R τ ω 与 ( )M τ 由如下(3)式定义 
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证明：将(2)与 ( ), , ,v r tτ θ τω φ− − 在空间 ( )2L I 上做内积，并注意到 ( ), 0vDv v = ，得 

( ) ( ) ( )
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由 Young 不等式 
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代入并整理，得 
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不等式左右两端同乘
( )de 0

r
lt r lττ θ ω−−∫ > ，可得 
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在区间 [ ] [ ], , 2 2,0tτ τ σ σ ρ− + ∈ − − 上积分，可得 
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其中 
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由 ( )γ ω 的定义，可知 
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当 t →∞时 

( ) ( ) ( )( ) 2d d2e e d e 0
r

l lr t
t r l r lz

Ht
c r

τ σ
τ τττ σ τ

ρ

τ θ ω θ ωθ ω

τ ρ
φ

+
− −−+ −

− −

− −

∫ ∫+ →∫  

故存在 T > 0，使得当 t > T 时，成立 
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对不等式右端第二项进行放缩 
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同理对不等式右端第二项进行放缩 

( ) ( )

( )
[ ]

( ) ( ) ( )

2 2

2

2 2

2,0

d 2

2 sup 2 ,

v r r v

v v cR

τ

τ ρ

σ ρ

τ ρ

ρ τ σ τ ρ τ ω

− −

∈ − −

+ − −

≤ + + + − − ≤

∫
 

于是 
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此即为所证。 
下将在空间 ( )1

0H I 进行估计，再由 ( )1
0H I 紧嵌入 ( )2L I ，得到随机动力系统在空间 ( )2L I 上的渐近紧

性(见参考文献[7])。 
引理 2 若假设 H1，H2成立，则存在 T > 0，使得当 t > T 时，有 
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其中 ( ),R τ ω 与 ( )M τ 由(3)定义。 
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将上式在 [ ] [ ] [ ], , 1,0 , 1,r s sτ σ σ ρ τ σ τ σ∈ + ∈ − − ∈ + − + 上积分， 

再在 [ ]1,s τ σ τ σ∈ + − + 上积分，可得 
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τ τ
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≤∫ ∫  

于是 
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1,0
sup 1 , ,D C R R M
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τ σ ω τ ω τ ω τ

∈ − −
+ ≤ + +  

在 [ ]1,τ ρ τ− − 上积分，可得 

( )
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∫
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证毕。 
引理 3 若假设 H1，H2成立，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
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2 2 2 2 22 24 2d d
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ω τ ω τ ω τ
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∂
≤ + + + + + −

∂

≤ + +

∫ ∫  

其中 ( ),R τ ω 与 ( )M τ 由(3)定义。 

证明：将(2)式与 ( ), , ,v r t
r ττ θ ω φ−
∂

−
∂

在空间 ( )2L I 上作内积，有 
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由 Young 不等式 
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由 Agmon 不等式 
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由假设 H2 
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从而 
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积分 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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τ τ

τ ρ τ ρ
ω ρ
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∂
≤ + + + + + −

∂

≤ + +

∫ ∫  

证毕。 

4. 随机吸引子 

定理 1 假设 H1，H2成立，则由(1)所生成的连续非自治随机动力系统 Φ在空间 [ ] ( )( )20, , IC Lρ− 上存 

在拉回吸引子。 
证明  由引理(1)，引理(2) (3)分别得出了在空间 [ ] ( )( )20, , IC Lρ− 上拉回吸收集的存在性，以及该随

机动力系统的拉回渐近紧性，故该随机动力系统存在空间 [ ] ( )( )20, , IC Lρ− 上的拉回吸引子([1]，引理(2))。 
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