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摘  要 

该文研究了 ( )HW 1,
0 Ω 中一类带有奇异的非线性项的加权 ( )p q, -Laplace方程正解的存在性和多重性。利

用纤维映射和变分法等技巧，在参数较小的情况下，得到方程至少有两个正解。 
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Abstract 
This paper investigates the existence and multiplicity of positive solutions of a class of weighted 
( )p q, -Laplace equations with singular nonlinear terms in ( )HW 1,

0 Ω . Using techniques such as fi-
ber mapping and variational methods, at least two positive solutions of the equation are obtained 
under small parameters. 
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1. 引言及主要结果 

在参数 0λ > 且较小的情形下，本文研究如下带有奇异的非线性项的加权 ( ),p q -Laplace 方程 

( )( ) ( ) ( )2 2 1, ,

0

p q rdiv u u w x u u a x u b x u x

u

γ λ− − − −

∂Ω

− ∇ ∇ + ∇ ∇ = + ∈Ω


=
              (1.1) 

正解的存在性。 
众所周知，( ),p q -Laplace 方程与流体力学密切相关，来源于非牛顿流体问题的研究，并与拟正则性

和拟投影映射的相关理论有密切联系(见[1])。 
在过去几十年中，( ),p q -Laplace 方程等相关问题得到广泛研究，并取得许多重要结果，比如[2] [3]；

对于含有形如(1.1)的加权 ( ),p q -Laplace 方程解的存在性也有一些研究成果(见[4] [5] [6]等)；对于非线性

项具有奇异的情形研究，近年来已取得一定进展(见[7]-[12])。 
定义 1.1 如果存在 0u ≥ ， ( )1,

0
Hu W∈ Ω ，且对任意 ( )1,

0
Hh W∈ Ω 成立 

( )( ) ( ) ( )2 2 1d d d ,p q ru u w x u u h x a x u h x b x u h xγ λ− − − −

Ω Ω Ω
∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇ = +∫ ∫ ∫  

则称函数 u 为问题(1.1)的弱解。 
我们知道问题(1.1)的弱解与下列能量泛函 ( ) ( ):I u D Iλ →   

( ) ( ) 1

, ,

1 1 1 d
1

p q r
p q w r bI u u u a x u x u

p q r
γ

λ
λ

γ
−

Ω
= ∇ + ∇ − −

− ∫  

的临界点一致，其中， ( ) ( ) ( ){ }11,
0 : dHD I u W a x u xγ−

Ω
= ∈ Ω < ∞∫ 。 

由于奇异项的出现，泛函 ( )I uλ 不是 1C 的，我们想利用纤维映射克服这个困难。首先定义集合 

( ) { } ( ){ }1, 1
0 , ,\ 0 : d .p q rH

p q w r bN u W u u a x u x uγ
λ λ−

Ω
= ∈ Ω ∇ + ∇ = +∫  

容易看出 Nλ 包含了问题(1.1)的弱解。为了获得(1.1)的多重解，我们将 Nλ 分解成 Nλ
+ 、 0Nλ 和 Nλ

− ： 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

, ,

0
, ,

, ,

: 1 1 1 0 ,

: 1 1 1 0 ,

: 1 1 1 0 .

p q r
p q w r b

p q r
p q w r b

p q r
p q w r b

N u N p u q u r u

N u N p u q u r u

N u N p u q u r u

λ λ

λ λ

λ λ

γ γ λ γ

γ γ λ γ

γ γ λ γ

+

−

= ∈ + − ∇ + + − ∇ − + − >

= ∈ + − ∇ + + − ∇ − + − =

= ∈ + − ∇ + + − ∇ − + − <

 

注记：设 ( ) ( )uh t I tuλ= ， 0t ≥ ， ( ) { }1,
0 \ 0Hu W∈ Ω ，则下列结论成立： 

(1) ( )1 0uu N hλ ′∈ ⇔ = ； 
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(2) 若u Nλ
+∈ ，那么 1t = 是 ( )uh t 的极小值点； 

(3) 若u Nλ
−∈ ，那么 1t = 是 ( )uh t 的极大值点。 

为了得到问题(1.1)具有多个正解，我们需要对(1.1)中的相关函数和参作如下假设： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0,1

*

0

1(H) (1) 1 ,  1 ,  0 ;

(2) 0 1,  ;

(3) ,   0,   . . ;

(4) 0 .

qp q N w x C
p N

Npq r p
N p

a x L a x a e x

b b x L

γ

∞

∞

< < < < + ≤ ∈ Ω

< < < < =
−

∈ Ω ≥ ∈Ω

< ≤ ∈ Ω

   

        

        

        

 

本文的主要结果如下： 
定理 1.1 假设条件 (H)成立，则存在 * 0λ > ，对任意 ( )*0,λ λ∈ ，问题 (1.1)至少有两个正解

( )* * 1,
0, Hu v W∈ Ω ，并且 ( ) ( )* *0I u I vλ λ< < 。 

本文共分为三个部分，第一部分介绍引言及主要结果，第二部分介绍基本知识，第三部分介绍相关

引理和主要结果的证明。 

2. 预备知识及相关结果 

本节首先介绍一些记号，然后陈述加权 Sobolev 空间的相关结果。 
记 

( ) ( ){ }| : , < ,H
HL u u uρΩ = Ω→ ∞是可测的  

在 ( )HL Ω 上定义范数 

inf 0 : 1 ,HH

uu τ ρ
τ

  = > ≤  
  

 

其中 ( ) ( ), p qH x t t w x t= + ， 

( ) ( ) ( )( ), d d .p q
H u H x u x u w x u xρ

Ω Ω
= = +∫ ∫                       (2.1) 

记 

( ) ( ){ }| : d < ,, qq
wL u u w x u x

Ω
Ω = Ω→ ∞∫是可测的  

在 ( )q
wL Ω 上定义范数 

( )( )
1

, d .q q
q wu w x u x

Ω
= < ∞∫  

同样的方法定义 ( )r
bL Ω 。 

记 

( ) ( ) ( ){ }1, | , ,H H HW u u L u LΩ = ∈ Ω ∇ ∈ Ω  

在 ( )1,HW Ω 上定义范数 

1, .H H Hu u u= + ∇  

https://doi.org/10.12677/pm.2023.133061


吕凯利 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.133061 576 理论数学 
 

记 ( )1,
0

HW Ω 是 ( )0C∞ Ω 在 ( )1,HW Ω 中的闭包。根据(H-1)和 Poincaré 不等式可以得到定义在 ( )1,
0

HW Ω 上

的范数 1,Hu 与
Hu∇ 等价(见[13])。 

命题 2.1 (见[4])假设条件(H)成立，有下列性质成立： 
(1) ( )HL Ω ↪ ( )rL Ω 和 ( )1,

0
HW Ω ↪ ( )1,

0
rW Ω 是连续的，其中 [ ]1,r p∈ ； 

(2) ( )1,
0

HW Ω ↪ ( )rL Ω 是连续的，其中 1,r p∗ ∈   ； 

(3) ( )1,
0

HW Ω ↪ ( )rL Ω 是紧嵌入的，其中 )1,r p∗∈  ； 

(4) ( )HL Ω ↪ ( )q
wL Ω 是连续的； 

(5) ( )qL Ω ↪ ( )HL Ω 是连续的。 

命题 2.2 (见[4])假设条件(H)成立，设 ( )Hu L∈ Ω 和 ( )H uρ 如(2.1)式所定义，那么有： 

(1) 如果 0u ≠ ，则 u λ= 的充要条件是 1H
uρ
λ

  = 
 

。 

(2) 1Hu < 充要条件是 ( ) 1H uρ < ； 

1Hu > 充要条件是 ( ) 1H uρ > ； 

1Hu = 充要条件是 ( ) 1H uρ = 。 

(3) 如果 1Hu < ，则 ( )q p
HH Hu u uρ≤ ≤ 。 

(4) 如果 1Hu > ，则 ( )p q
HH Hu u uρ≤ ≤ 。 

(5) 0Hu → 充要条件是 ( ) 0H uρ → 。 

(6) 
Hu → +∞充要条件是 ( )H uρ → +∞。 

命题 2.3 (见[4])设非线性映射 ( ) ( )1, 1,
0 0: H HA W W ∗Ω → Ω 定义为 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 1,
0, d , ,p q HA u v a x u u b x u u v x u v W− −

Ω
= ∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇ ∀ ∈ Ω∫  

那么 A 是有界的､连续的､严格单调的，且为 ( )S+ 型。 

3. 主要结果的证明 

引理 3.1 假设条件(H)成立，则 ( )I uλ 在 Nλ 上是强制的。 

证：设 u Nλ∈ ，不妨设 1, ,0 1Hu > 。由 Nλ 的定义可知 

( ) 1

, , d .r p q
r b p q wu u u a x u xγλ −

Ω
− = − ∇ − ∇ + ∫                        (3.1) 

由 Hölder 不等式，命题 2.1 和命题 2.2 有 

( ) ( )

( ) ( )

1

,

1

1

1, 1,

1 1 1 1 1 1 d
1

1 1 1 1 d
1

.

p q
p q w

H

P
H H

I u u u a x u x
p r q r r

u a x u x
q r r

c u c u

γ
λ

γ

γ

γ

ρ
γ

−

Ω

−

Ω

−

     
= − ∇ + − ∇ + −     −    
   

≥ − ∇ + −   −  

≥ −

∫

∫  

因为1 1 pγ− < < ，所以 ( )I uλ 在 Nλ 是强制的。证毕。 

引理 3.2 假设条件(H)成立，则存在 1 0λ∗ > ，对于任意 ( )10,λ λ∗∈ ，有 0Nλ = ∅。 

证：用反证法。假设对于任意 1 0λ∗ > ，存在 ( )10,λ λ∗∈ ，有 0Nλ ≠ ∅，即存在 0u Nλ∈ ，成立 
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( ) ( ) ( ), ,1 1 1 0.p q r
p q w r bp u q u r uγ γ λ γ+ − ∇ + + − ∇ − + − =                  (3.2) 

因为 u Nλ∈ ，那么 

( ) 1

, ,d .p q r
p q w r bu u a x u x uγ λ−

Ω
∇ + ∇ = +∫                         (3.3) 

由(3.2)和(3.3)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) 1

, 1 d .p q
p q wr p u r q u r a x u xγγ −

Ω
− ∇ + − ∇ = + − ∫                   (3.4) 

利用 Hölder 不等式和命题 2.1 得到 

{ } 1

1, 1, 1,min , .p q
H H Hu u c u γ−≤  

因为1 1 p qγ− < < < ，所以 

1,Hu c≤ .                                     (3.5) 

另一方面，由(3.2)式，利用 Hölder 不等式和命题 2.1，我们有 

{ }1, 1, 1,min , .p q r
H H Hu u c uλ≤  

因此 
1

1,

1 .
r qq

Hu
cλ

− ≥  
 

 

注意到 p q r< < ，若 0λ +→ ，便得到 u → +∞，与(3.5)式矛盾。证毕。 

引理 3.3 假设条件(H)成立，则下列结论成立： 
(1) 存在 ( )2 10,λ λ∗ ∗∈ ，当 ( )20,λ λ∗∈ 时， Nλ

+ ≠ ∅，其中 1λ
∗是由引理 3.2 给出。 

(2) 对任意 ( )20,λ λ∗∈ ，存在 u Nλ
∗ +∈ ， ( ) 0u x∗ ≥ ， . .a e x∈Ω，使得 ( ) 0I u mλ λ

∗ += < ，其中 inf
N

m I
λ

λ λ+
+ = 。 

证 (1) 设 ( ) { }1,
0 \ 0Hu W∈ Ω ，定义函数 ( ) ( ): 0,uf t +∞ →   

( ) ( ) 11 d .pp r r
u pf t t u t a x u xγγ −− − − +

Ω
= ∇ − ∫  

由于 

( ) ( ) ( ) ( ) 11 1 d ,pp r r
u pf t p r t u r t a x u xγγγ −− − − −

Ω
′ = − ∇ + + − ∫  

令 ( ) 0uf t′ = ，得到唯一驻点 

( ) ( )
( )

1
1 1

,1

1 d
,

p

u p
p

r a x u x
t

r p u

γ γγ − + −

Ω
 + −
 =
 − ∇ 

∫  

且当 ,10 ut t< < 时， ( ) 0uf t′ > ；当 ,1ut t> 时， ( ) 0uf t′ < 。因此 ( ) ( ),1 0
maxu u ut

f t f t
>

= 。 

又 ( ) ( )( )11 dpp r p
u pf t t u t a x u xγγ −− − − +

Ω
= ∇ − ∫ ，所以存在 uT ，当 ut T> 时，有 ( ) 0uf t > ，从而

( ) ( ),1 0
max 0u u t

f t f t
>

= > 。 

经过简单计算得到 
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( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( )( )

1

,1
1 1

1
1

1
1

1 1

1
11 1 11

1 d

d
1 d

1 d .
1

r p
p p
p p

u u r p p
p

r
p p
p

r
p

r
p rp rp

pp
p

r p u
f t u

r a x u x

r p u
a x u x

r a x u x

p r p u a x u x
r p r

γ

γ γ

γ
γ

γ
γ

γ γ

γ
γγ γ γγ

γ

γ

γ
γ

−
+ −

−
− + −

Ω

+ −
+ −

−

+ − Ω
− + −

Ω

+ −
−+ −+ − − + −+ −

Ω

 − ∇ = ∇
 + − 

 − ∇ −
 + − 

 + − −
= ∇ − + − 

∫

∫
∫

∫

             (3.6) 

由 Sobolev 嵌入定理及 Hölder 不等式知，存在常数 1C ，使得 

( ) 1 1
1d .pa x u x C uγ γ

∗
− −

Ω
≤∫                               (3.7) 

由(3.6)，(3.7)和条件(H-4)知，存在正常数 2C ， 3C 和 4C ，成立 

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

1
11 1 11,1 , ,

1
1

1 11 1
2 1 3

4 3

1 d
1

1
1

.

r
p rp rpr rppu u r b p r b

r
r p r

p p rp p
p p p

r
p

p r pf t u u a x u x u
r p r

p r p C u C u C u
r p r

C C u

γ
γγ γ γγ

γ
γ

γ γγ γ

γλ λ
γ

γ λ
γ

λ

∗ ∗ ∗

∗

+ −
−+ −+ − − + −+ −

Ω

+ −
+ − −

+ − −+ − + −

 + − −  − = ∇ −   − + − 

 + − −
≥ − − + − 

= −

∫
      (3.8) 

因此存在 ( )2 10,λ λ∗ ∗∈ ，且 2λ
∗与 u 无关，当 ( )20,λ λ∗∈ ，有 

( ),1 , 0.r
u u r bf t uλ− >                                  (3.9) 

进一步考虑函数 ( ) ( ): 0,ug t +∞ →   

( ) ( ) 11
, d .p qp r q r r

u p q wg t t u t u t a x u xγγ −− − − − +

Ω
= ∇ + ∇ − ∫  

由于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

11 1
,

1 + 1 1
,

1 d

1 d .

p qp r q r r
u p q w

p qr p q
p q w

g t p r t u q r t u r t a x u x

t r a x u x r p t u r q t u

γγ

γγ γ γ

γ

γ

−− − − − − −

Ω

−− − − + −

Ω

′ = − ∇ + − ∇ − − − +

 = + − − − ∇ − − ∇ 

∫

∫
      (3.10) 

因为1 p qγ− < < ，我们有 ( ) ( )
0

lim , lim 0u utt
g t g t

+ →+∞→
′ ′= +∞ = ；且当 t 充分大时， ( ) 0ug t′ < 。 

令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 + 1 1
* ,1 d ,p qp q

p q wg t r a x u x r p t u r q t uγ γ γγ − − + −

Ω
= + − − − ∇ − − ∇∫  

那么 

( ) ( )( ) ( )( )+ 2 2
* ,1 1 0.p qp q

p q wg t r p p t u r q q t uγ γγ γ− + −′ = − − + − ∇ − − + − ∇ <  

因此存在唯一 ,2 0ut > ，使得 

( ) ( ) ( ),2 ,20
max 0,    0,u u u u ut

g t g t g t
>

′= > =  

且当 ,20 ut t< < 时， ( ) 0ug t′ > ；当 ,2ut t> 时， ( ) 0ug t′ < 。 
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因为 ( ) ( )u ug t f t≥ ，所以由(3.9)可知对任意 ( )20,λ λ∗∈ ，有 

( ),2 , 0.r
u u r bg t uλ> >  

另外，由于 ( )
0

lim u
t

g t
+→

= −∞，故存在唯一 ( ),3 ,20,u ut t∈ ，使得 

( ) ( ),3 ,3, ,   0r
u u u ur bg t u g tλ ′= > .                           (3.11) 

接下来我们考虑纤维映射 ( ) ( )uh t I tuλ= ， 0t ≥ ， ( ) { }1,
0 \ 0Hu W∈ Ω 。 

首先，因为 ( ) ( )2 0,uh t C∈ +∞ ，那么 

( ) ( ) 11 1 1
, ,d ,p q rp q r

u p q w r bh t t u t u t a x u x t uγγ λ−− − − −

Ω
′ = ∇ + ∇ − −∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 2 1 2
, ,1 1 d 1 .p q rp q r

u p q w r bh t p t u q t u t a x u x r t uγγγ λ−− − − − −

Ω
′′ = − ∇ + − ∇ + − −∫      (3.12) 

利用(3.11)得到 

( ) 12 2 2 1
,3 ,3 ,3 ,3, , dp q rp q r

u u u up q w r bt u t u t u t a x u xγγγ γ γλ γ −− − − − −

Ω
∇ + ∇ − = ∫                (3.13) 

和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 2 1 2
,3 ,3 ,3 ,3, ,1 1 1 d 1 .p q rp q r

u u u up q w r br t u r t u r t a x u x r t uγγ λ−− − − − −

Ω
− ∇ − ∇ + − = − −∫- -      (3.14) 

把(3.13)代入(3.12)得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2
,3 ,3 ,3 ,3, ,

2
,3 ,3 ,3 ,3, ,

1 1 1

1 1 1 .
q

p q rp q r
u u u u up q w r b

p q rp r
u u u up q w r b

h t p t u q t u r t u

t p t u q t u r t u

γ γ λ γ

γ γ λ γ

− − −

−

′′ = + − ∇ + + − ∇ + −

 = + − ∇ + + − ∇ + − 

-

-
        (3.15) 

把(3.14)代入(3.12)，并借助(3.11)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

12 2
,3 ,3 ,3 ,3,

1
,3 ,3

1 d

0.

p qp q q
u u u u up q w

r
u u u

h t p r t u q r t u r t a x u x

t g t

γγ −− −

Ω

−

′′ = − ∇ + − ∇ + −

′= >

∫+
         (3.16) 

结合(3.15)和(3.16)，我们有 

( ) ( ) ( ),3 ,3 ,3, ,1 1 1 0,p q rp q r
u u up q w r bp t u q t u r t uγ γ λ γ+ − ∇ + + − ∇ + − >-  

故对于任意 ( )20,λ λ∗∈ ，有 ,3ut u Nλ
+∈ ，所以 Nλ

+ ≠ ∅。 

(2) 对此部分证明分为两步。 
第一步，证明 inf 0

N
I m

λ
λ λ+

+= < 。 

假设 u Nλ
+∈ ，由于 N Nλ λ

+ ⊆ ，因此 

( ) 1

, ,d .p q r
p q w r ba x u x u u uγ λ−

Ω
− = − ∇ − ∇ +∫                       (3.17) 

另一方面，由 Nλ
+ 的定义可得 

, ,

1 1 .
1 1

r p q
r b p q w

p qu u u
r r

γ γλ
γ γ

+ − + −
< ∇ + ∇

+ − + −
                       (3.18) 

由(3.17)和(3.18)，注意到 p q r< < ， 0 1γ< < ，我们有 
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( ) ( )

( )( )
( )

( )( )
( )

1

, ,

, ,

,

1 1 1 d
1

1 1 1 1 1 1
1 1 1

1 1
1 1

0,

p q r
p q w r b

p q r
p q w r b

p q
p q w

I u u u a x u x u
p q r

u u u
p q r

p r p q r q
u u

pr qr

γ
λ

λ
γ

λ
γ γ γ

γ γ
γ γ

−

Ω
= ∇ + ∇ − −

−

     
= − ∇ + − ∇ + −     − − −    

+ − − + − −
≤ − ∇ − ∇

− −

<

∫

 

故 0mλ
+ < 。 

第二步，证明存在 u∗，使得 ( )I u mλ λ
∗ += 。 

首先选取 ( )I uλ 极小化序列{ }nu Nλ
+⊂ ，即 

( ) ( ) ( )1 2 ,nI u I u I uλ λ λ≥ ≥ ≥ ≥   

且当 n →∞ ，有  

( ) 0.nI u mλ λ
+→ <                                  (3.19) 

由引理 3.1 知{ }nu 是有界的。因此，存在{ }nu 的子列(仍记为其本身)和 ( )* 1,
0

Hu W∈ Ω ，成立 

( )( )
( )( ) )

1,
0 ,

, 1, ,

. . .

H
n

r
n

n

u u W

u u L r p

u u a e x

∗

∗ ∗

∗

 Ω

 → Ω ∈ 


→ ∈Ω

在 中

在 中



                          (3.20) 

由(3.19)和(3.20)知 

( ) ( ) ( )liminf 0 0 .nn
I u I u Iλ λ λ

∗

→∞
≤ < =  

故 0u∗ ≠ 。 
为了证明 ( ) ( )liminf nn

I u I uλ λ
∗

→∞
= ，只需要证明：  

( )( ) ( )( )* *liminf d d .
p qp q

n nn
u w x u x u w x u x

Ω Ω→∞
∇ + ∇ = ∇ + ∇∫ ∫               (3.21) 

用反证法。假设 

( )( ) ( )( )* *liminf d d .
p qp q

n nn
u w x u x u w x u x

Ω Ω→∞
∇ + ∇ > ∇ + ∇∫ ∫               (3.22) 

如果(3.22)成立，那么 
*liminf d d

pp
nn

u x u x
Ω Ω→∞
∇ > ∇∫ ∫  

与 

( ) ( ) *liminf d d
qq

nn
w x u x w x u x

Ω Ω→∞
∇ > ∇∫ ∫  

至少一个成立。不妨设 

*liminf d d
pp

nn
u x u x

Ω Ω→∞
∇ > ∇∫ ∫  

成立。利用下极限的性质和范数的弱下半连续性，对任意正常数 A，B，成立 
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( )( )
( ) ( )( )

( )

( )* *

liminf d

liminf d liminf d

liminf d liminf d

d d .

p q
n nn

p q
n nn n

p q
n nn n

p q

A u Bw x u x

A u x Bw x u x

A u x B w x u x

A u x B w x u x

Ω→∞

Ω Ω→∞ →∞

Ω Ω→∞ →∞

Ω Ω

∇ + ∇

≥ ∇ + ∇

= ∇ + ∇

> ∇ + ∇

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

                   (3.23) 

另外，对于 ( )1,
0

Hu W∗ ∈ Ω ，根据(3.11)，存在唯一 * ,3
0

u
t > ，使得 

( ) ( )* *,3 ,3,
,    0.

r

u u u ur b
g t u g tλ∗ ∗

∗ ′= >                           (3.24) 

利用(3.23)和(3.24)，我们得到 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

*

* * * *

* * * *

* * *

,3

1 1 11

, ,,3 ,3 ,3 ,3

1 1 11

,3 ,3 ,3 ,3, ,

1

,3 ,3 ,3 ,

liminf

liminf d

d

nu un

p q rp q r
n n n np q w r bu u u un

p q rp q r

u u u up q w r b

r r

u u u u u r b

h t

t u t u t a x u x t u

t u t u t a x u x t u

h t t g t u

γ γ

γ γ

λ

λ

λ∗ ∗

→∞

− − − −−

Ω→∞

− − − −−∗ ∗ ∗ ∗

Ω

−
∗

′

 = ∇ + ∇ − −  

> ∇ + ∇ − −

′= = −


∫

∫

0, = 

 

故存在 0n ∈，对于任意 0n n> 有 

( )* ,3
0.

nu u
h t′ >                                    (3.25) 

因为 nu N Nλ λ
+∈ ⊂ ，故 

( ) ( ) ( )1
,

,     1 0,
n n n

rr
u u n ur bh t t g t u hλ−  ′ ′= − =   

这样便有 

( ) ,
1 ,

n

r
u n r bg uλ=  

即有 ,3 1
nut = 。由于 ,3 ,20

n nu ut t< ≤ ，根据对函数 ( )
nug t 的讨论知，当 ,20

nut t< < 时，我们有 ( ) 0
nug t′ > ，

所以对于任意 ( )0,1t∈ ，有 ( ) 0
nuh t′ < 和 ( )1 0

nuh′ = ，因此 * ,3
1

u
t > 。 

由于 

( ) ( ) ( )* * * *
1

,3, ,
,     .

r rr
u u u ur b r b

h t t g t u g t uλ λ− ∗ ∗ ′ = − =  
 

从而 ( )* * ,3
0

u u
h t′ = 。注意到 * *,3 ,2

1
u u

t t< ≤ 和当 * ,2
0

u
t t< < 时有 ( )* 0

u
g t′ > ，这样我们得到当 * ,3

0
u

t t< < 时

有 ( )* 0
u

h t′ < ，故 ( )u
h t∗ 在 * ,3

1,
u

t 
 上单调递减，结合(3.22)便有 

( ) ( )* ,3
.

u
I t u I u mλ λ λ

∗ ∗ +≤ <                               (3.26) 

另一方面，因为 * ,3u
t u Nλ

∗ +∈ ，又可以得到 

( )* ,3
inf .

N u
m I I t u

λ
λ λ λ+
+ ∗= ≤                              (3.27) 

显然(3.26)与(3.27)是矛盾的。所以(3.21)成立。 
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由(3.21)知，我们可以找到一个子序列(仍记为其本身)满足 

( ) ( )* *d d .
p qp q

n nu w x u x u w x u x
Ω Ω
∇ + ∇ → ∇ + ∇∫ ∫  

由 Brezis-Lieb 引理知在 ( )1,
0

HW Ω 中 nu u∗→ 。所以 ( ) ( )nI u I uλ λ
∗→ 。故 ( )I u mλ λ

∗ += 。 

由于 nu Nλ
+∈ ，因此对于任意 n∈，有 

( ) ( ) ( ),  ,
1 1 1 0.p q r

n n np q w r bp u q u r uγ γ λ γ+ − ∇ + + − ∇ + − >-  

令 n → +∞得 

( ) ( ) ( )
, ,

1 1 1 0.
p q r

p q w r b
p u q u r uγ γ λ γ∗ ∗ ∗+ − ∇ + + − ∇ + − ≥-                (3.28) 

由引理 3.2 知(3.28)不能取等号，所以 u Nλ
∗ +∈ 。因为 u∗ 也满足(3.28)，所以我们可以认为 

0 . . u a e x∗ ≥ ∈Ω且 0u∗ ≠ 。证毕。 
引理 3.4 假设条件(H)成立，则下列结论成立： 
(1) 令 u Nλ

+∈ ，则存在 0ε > 和连续函数 ( ) ( ): 9 0,Bεθ → ∞ ，对任意 ( )0y Bε∈ ，有 ( )0 1θ = 和

( )( )y u y Nλθ ++ ∈ 成立，其中 ( ) ( ) }{ 1,
0 1,0 :H

HB u W uε ε= ∈ Ω < 。 

(2) 令 ( )1,
0

Hh W∈ Ω ， ( )20,λ λ∗∈ ，则存在 0b > ，对于任意 [ ]0,t b∈ ，有 ( ) ( )I u I u thλ λ
∗ ∗≤ + ，其中 u∗

由引理 3.3 中给出。 
(3) 当 ( )20,λ λ∗∈ ，则 u∗是问题(1.1)的正解，并且 ( ) 0I uλ

∗ < 。 

证 (1) 首先给定函数 ( ) ( )1,
0: 0,HWζ Ω × +∞ →    

( ) ( ) ( ) ( ) 11 1 1
,,

, d ,
p q rp q r

r bp q w
y t t u y t u y a x u y x t u yγγ γ γζ λ−+ − + − + −

Ω
= ∇ + + ∇ + − + − +∫  

因为 u N Nλ λ
+∈ ⊂ ，所以 ( )0,1 0ζ = 。又因为 u Nλ

+∈ ，成立 

( ) ( ) ( ) ( ), ,0,1 1 1 1 0.p q r
t p q w r bp u q u r uζ γ γ λ γ′ = + − ∇ + + − ∇ − + − >  

然后，由隐函数定理(见[14])知，存在 0ε > 和连续函数 ( ) ( ): 0 0,Bεθ → ∞ ，满足 ( )0 1θ = ，且对于任

意 ( )0y Bε∈ ，成立 

( )( ) .y u y Nλθ + ∈  

最后，选择 ε 足够小时，对于任意 ( )0y Bε∈ ，也成立 

( )0 1θ = 和 ( )( ) .y u y Nλθ ++ ∈  

(2) 给定函数 [ ): 0,hη +∞ →   

( ) ( ) ( )

( ) ( )
,

1

,

1 1

            d 1 .

p q

h p q w

r

r b

t p u t h q u t h

a x u th x r u th
γ

η

γ λ

∗ ∗

−∗ ∗

Ω

= − ∇ + ∇ + − ∇ + ∇

+ + − − +∫
                   (3.29) 

因为 u N Nλ λ
∗ +∈ ⊂ ，有 

( )( )1
, ,

d
p q r

p q w r b
a x u x u u u

γ
λ

−∗ ∗ ∗ ∗

Ω
= ∇ + ∇ −∫                    (3.30) 

和 

( ) ( ) ( )
, ,

1 1 1 0,
p q r

p q w r b
p u q u r uγ γ λ γ∗ ∗ ∗+ − ∇ + + − ∇ − + − >                (3.31) 

https://doi.org/10.12677/pm.2023.133061


吕凯利 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.133061 583 理论数学 
 

结合(3.29)，(3.30)和(3.31)，有 ( )0 0hη > 。又因为 [ ): 0,hη +∞ → 是连续函数，由连续函数的局部保

号性知，存在 0b 大于零，使得对于任意 [ ]00,t b∈ ，存在 ( ) 0tθ > 成立 

( )( )t u th Nλθ ∗ ++ ∈  

和 

当 0t +→ 时 ( ) 1.tθ →                                (3.32) 

因此，由 mλ
+ 的定义知，对任意 [ ]00,t b∈ ，有 

( ) ( )( )( ).m I u I t u thλ λ λ θ+ ∗ ∗= ≤ +                            (3.33) 

由 ( )1 0
u

h ∗′′ > ， ( )1
u th

h ∗ +
′′ 关于 t 的连续性可知，存在 [ ]0,t b∈ ，其中 [ ]00,b b∈ ，有 ( )1 0

u th
h ∗ +
′′ > 。由(3.33)

知，对于任意的 [ ]0,t b∈ ，成立 

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 .
u th u th

m I u I t u th h t h I u thλ λ λ λθ θ∗ ∗
+ ∗ ∗ ∗

+ +
= ≤ + = ≤ = +  

(3) 对此部分证明分为三步。 
第一步，证明对于任意 ( )1,

0
Hh W∈ Ω ，成立 

( )( ) ( )1a x u h L
γ−∗ ∈ Ω                                (3.34) 

和对于任意 ( )1,
0

Hh W∈ Ω ， 0h ≥ ，成立 

( )( )
( )( ) ( )( )

2 2

1

d

d d .

p q

r

u u w x u u h x

a x u h x b x u h x
γ

λ

− −∗ ∗ ∗ ∗

Ω

− −∗ ∗

Ω Ω

∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇

≥ +

∫

∫ ∫
                      (3.35) 

令 ( )1,
0

Hh W∈ Ω ， 0h ≥ 。给定一个递减序列{ } ( ]0,1nt ⊆ 且 lim 0nn
t

→+∞
= 。记 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 1

,n
n

n

u x t h x u x
x a x

t

γ γ

φ

− −∗ ∗+ −
=  

我们知道 ( )n xφ 是非负可测的，当 n →∞时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1     . . .n x a x u x h x a e xγφ γ −∗→ − ∈Ω  

利用 Fatou 引理得到 

( )( ) 1d liminf d .
1 nn

a x u h x x
γ

φ
γ

−∗

Ω Ω→∞
≤

−∫ ∫                         (3.36) 

借助引理 3.4 (2)可知，当 n 充分大时，有 

( ) ( )

( )

, ,

1 d d

1   d
1

0.

n

n
p p q q

n n

n n
r r

n r b r b
n

n

I u t h I u

t

u t h u u t h uw x
x x

p t q t

u t h u
x

r t

λ λ

λφ
γ

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

Ω Ω

∗ ∗

Ω

+ −

∇ + ∇ − ∇ ∇ + ∇ − ∇
= +

+ −
− −

−

≥

∫ ∫

∫
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结合(3.36)，有 

( )( ) ( ) ( )( ) 12 2
d d d d .

rp q
a x u h x u u h x w x u u h x b x u h x

γ
λ

− −− −∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Ω Ω Ω Ω
≤ ∇ ∇ ∇ + ∇ ∇ ∇ −∫ ∫ ∫ ∫  

这就证明(3.34)和(3.35)。 
第二步，证明 ( ) 0u x∗ > ， . . a e x∈Ω。 

由引理 3.3 (2)知 ( ) 0u x∗ > ， . . a e x∈Ω，并且 ( ) 0I uλ
∗ < 。定义 ( ){ }0, . .D u x a e x∗= = ∈Ω ，并假设 0D > 。

令 ( )1,
0

Hh W∈ Ω ，且 0h > ，设 b 由引理 3.4 (2)给出。由引理 3.4 (2)可得，对于任意 0 t b< < ，有 

( ) ( )
0.

I u th I u

t
λ λ

∗ ∗+ −
≥                               (3.37) 

另一方面，我们又可以得到 

( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 1

1
\

1 1d d

1 1d d
11

d .

p p q q

D D

r r

I u th I u

t

u t h u u t h u
x w x x

p t q t

u th u
a x h x a x x

tt

b x u th u
x

r t

λ λ

γ γ

γ
γ γγ

λ

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

Ω Ω

− −∗ ∗
−

Ω

∗ ∗

Ω

+ −

∇ + ∇ − ∇ ∇ + ∇ − ∇
= +

+ −
− −

−−

+ −
−

∫ ∫

∫ ∫

∫

             (3.38) 

由于 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

2

0

2

0

1

0

1lim d d ,

1lim d d ,

lim d d

p p
p

t

q q
q

t

r r

r

t

u t h u
x u u h x

p t

u t h u
w x x w x u u h x

q t

b x u th u
x b x u h x

r t
λ λ

+

+

+

∗ ∗
−∗ ∗

Ω Ω→

∗ ∗
−∗ ∗

Ω Ω→

∗ ∗
−∗

Ω Ω→

∇ + ∇ − ∇
= ∇ ∇ ∇

∇ + ∇ − ∇
= ∇ ∇ ∇

+ −
=

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

及由第一步证明知 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1

0

1 10 lim d d ,
1t

a x u th u x a x u h x
t

γ γ γ

γ+

− − −∗ ∗ ∗

Ω Ω→
≤ + − = < ∞

− ∫ ∫  

再根据条件(H-3)，从(3.38)便可以得到 

( ) ( )
0

lim = .
t

I u th I u

t
λ λ

+

∗ ∗

→

+ −
−∞  

这与(3.37)矛盾，所以 ( ) 0u x∗ > ， . . a e x∈Ω。 

第三步，证明 u∗是问题(1.1)的正解。 
令 ( )1,

0
Hy W∈ Ω ， 0ε > 。取 ( )h u yε∗

+
= + 作为(3.36)测试函数，结合 u N Nλ λ

∗ +∈ ⊂ 和 0u∗ > ，有 
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( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ){
( )( ) ( )( )

( )( ){ }

2 2

1

2 2

1

2 2

0

0 d

    d d

 d

    d d

    d .

p q

r

p q

r

p q

u y

u u w x u u u y x

a x u u y x b x u u y x

u u w x u u y x

a x u y x b x u y x

u u w x u u y x

γ

γ

ε

ε

ε λ ε

ε

λ

∗

− −∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Ω +

− −∗ ∗ ∗ ∗

Ω Ω+ +

− −∗ ∗ ∗ ∗

Ω

− −∗ ∗

Ω Ω

− −∗ ∗ ∗ ∗

+ <

≤ ∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇ +

− + − +

≤ ∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇

− −

− ∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇ 


∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

 

因为 { }0 0u yε∗ + < →  ( 0ε → )，从而对上面不等式同时除以 0ε > ，并令 0ε → ，得到 

( )

( )( ) ( )( )

2 2

1

0 d d

     d d .

p q

r

u u y x w x u u y x

a x u y x b x u y x
γ

λ

− −∗ ∗ ∗ ∗

Ω Ω

− −∗ ∗

Ω Ω

≤ ∇ ∇ ⋅∇ + ∇ ∇ ⋅∇

− −

∫ ∫

∫ ∫
 

用−y 代替 y，重复上述证明过程可以得到相反的不等式，故 

( )( ) ( )( )
( )

1

2 2

d d

d d .

r

p q

a x u y x b x u y x

u u y x w x u u y x

γ
λ

− −∗ ∗

Ω Ω

− −∗ ∗ ∗ ∗

Ω Ω

+

= ∇ ∇ ⋅∇ + ∇ ∇ ⋅∇

∫ ∫

∫ ∫
 

因此， u∗是问题(1.1)的正解，且 ( ) 0I uλ
∗ < 。证毕。 

引理 3.5 假设条件(H)成立，则下列结论成立： 
(1) 当 ( )20,λ λ∗∈ 时， Nλ

− ≠ ∅，其中 2λ
∗由引理 3.3 给出。 

(2) 存在 ( )3 20,λ λ∗ ∗∈ ，当 ( )30,λ λ∗∈ 时，存在 v Nλ
∗ −∈ ，使得 ( ) 0I v mλ λ

∗ −= > ，其中 ( )inf
N

m I v
λ

λ λ−
− = 。 

证 (1) 设 ( ) { }1,
0 \ 0Hu W∈ Ω ，然后从引理 3.3 (1)的证明过程可知，对任意 ( )20,λ λ∗∈ ，有 

( ),2 , 0,r
u u r bg t uλ> >  

且当 ,20 ut t< < 时， ( )ug t 单调递增；当 ,2ut t> 时， ( )ug t 单调递减。 

又由于 ( )lim 0ut
g t

→+∞
= ，故存在唯一 ( ),4 ,2 ,u ut t∈ +∞ ，使得 

( ) ( ),4 ,4, ,   0r
u u u ur bg t u g tλ ′= < .                           (3.39) 

利用(3.39)得到 

( ) 12 2 2 1
,4 ,4 ,4 ,4, , dp q rp q r

u u u up q w r bt u t u t u t a x u xγγγ γ γλ γ −− − − − −

Ω
∇ + ∇ − = ∫                (3.40) 

和 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

12 2 1
,4 ,4 ,4,

2
,4 ,

1 1 1 d

1 .

p qp q
u u up q w

rr
u r b

r t u r t u r t a x u x

r t u

γγ

λ

−− − − −

Ω

−

− ∇ − ∇ + −

= − −

∫- -
              (3.41) 

把(3.40)代入(3.41)得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2
,4 ,4 ,4 ,4, ,

2
,4 ,4 ,4 ,4, ,

1 1 1

1 1 1 .

p q rp q r
u u u u up q w r b

p q rp q r
u u u up q w r b

h t p t u q t u r t u

t p t u q t u r t u

γ γ λ γ

γ γ λ γ

− − −

−

′′ = + − ∇ + + − ∇ + −

 = + − ∇ + + − ∇ + − 

-

-
       (3.42) 
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把(3.42)代入(3.12)，并借助(3.39)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

12 2
,4 ,4 ,4 ,4,

1
,4 ,4

1 d

0.

p qp q q
u u u u up q w

r
u u u

h t p r t u q r t u r t a x u x

t g t

γγ −− −

Ω

−

′′ = − ∇ + − ∇ + −

′= <

∫+          (3.43) 

结合(3.42)和(3.43)，我们有 

( ) ( ) ( ),4 ,4 ,4, ,1 1 1 0,p q rp q r
u u up q w r bp t u q t u r t uγ γ λ γ+ − ∇ + + − ∇ + − <-  

故对于任意 ( )20,λ λ∗∈ ，有 ,4ut u Nλ
−∈ ，所以 Nλ

− ≠ ∅。 

(2) 此部分的证明与引理 3.3 中类似，此处省略，证毕。 
引理 3.6 假设条件(H)成立，那么有下列结论成立： 
(1) 令 v Nλ

−∈ ，则存在 0ε > 和连续函数 ( ) ( ): 0 0,Bεθ → ∞ ，对任意 ( )0y Bε∈ 有 ( )0 1θ = 和 

( )( )y v y Nλθ −+ ∈ 成立，其中 ( ) ( ) }{ 1,
0 1,0 :H

HB v W vε ε= ∈ Ω < 。 

(2) 令 ( )1,
0

Hh W∈ Ω ， ( )30,λ λ∗∈ ，则存在 0b > ，对于任意 [ ]0,t b∈ ，有 ( ) ( )( )( )I v I t v thλ λ θ∗ ∗≤ + 。 

(3) 当 ( )30,λ λ∗∈ ，则 v∗是问题(1.1)的正解，并且 ( ) 0I vλ
∗ > 。 

该引理的证明与引理 3.4 完全类似，此处不再重复。 
定理 1.1 的证明：取 3λ λ∗ ∗= ，由于 2 10 λ λ λ∗ ∗ ∗< < < ，因此当 ( )0,λ λ∗∈ 时，根据引理 3.3~3.6 知问题

(1.1)存在两个正解 u∗和 v∗，并且满足 ( ) ( )* *0I u I vλ λ< < 。 
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