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摘  要 

如果对于阶数至少为k的阿贝尔群A和任意k列表分配 AL V: 2→ ，G都是 ( )A L, 可染的，则称图G是k群可

选的。G的群选择数是使得G是k群可选的数k的最小值。图G的全图 ( )T G 的群选择数称为G的全群选择数。

本文主要研究平面图的全群列表染色，利用结构分析法和Discharging方法，得到了两类不含相邻三角形

的特殊平面图的全群选择数的上界。 
 
关键词 

平面图，圈，全群可选性，全群选择数 

 
 

Total Group Choosability of Planar Graphs 
without Adjacent Triangles 

Fan Zhang, Jingru Liu, Jian Chang* 
Inner Mongolia Center for Mathematics and Applied Mathematics, Inner Mongolia Normal University, Hohhot 
Inner Mongolia 
 
Received: May 19th, 2023; accepted: Jun. 20th, 2023; published: Jun. 28th, 2023 

 
 

 
Abstract 

If for any group A of order at least k and any k-list assignment AL V: 2→ , G is ( )A L, -colorable, then 
we say that G is k-group choosable. The group choice number of G is the smallest k such that G is 
k-group choosable. The group choice number of the total graph ( )T G  of the graph G is called the 
total group choice number of G. In this paper, we mainly study the total group list coloring of planar 
graphs. By using the structural analysis and the Discharging method, we obtained upper bounds on 
the number of total group choices for two classes of special planar graphs without adjacent triangles. 
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1. 引言 

本文所考虑的图均为有限简单图，未定义的术语和符号参见文献[1]。设 G 是一个图，分别用 ( )V G 、

( )E G 、 ( )G∆ 和 ( )Gδ (或简单地用 V、E、 ∆和δ )表示图 G 的顶点集、边集、最大度和最小度。有向图

G 的定向 D 是指赋予 G 的每条边一个方向。如果图 G 可以画在平面上，使它的边仅在端点处相交，则称

G 为平面图，且用 ( )F G (或简单地用 F)表示 G 的面集。设 ( )v V G∈ ，与 v 相关联的边的数目叫做 v 的度，

记作 ( )d v 。设 ( )f F G∈ ，与 f 相关联的边的数目(每条割边计算两次)叫做 f 的度，记作 ( )d f 。 k + -点，

k-点， k − -点分别指度不小于 k，等于 k 和不大于 k 的顶点。可类似定义 k + -面，k-面， k − -面。长度为 k
的圈称为 k 圈。如果两个圈至少有一条公共边，则称它们是相邻的。一般情况下，3 圈也被称为三角形。 

图 G 的 k 点染色是从 ( )V G 到{ }1,2, ,k� (颜色集)的一个映射，使得任意两个相邻顶点的颜色不同。

如果图 G 有 k 点染色，则称 G 是 k 可染的。G 的色数 ( )Gχ 是使得 G 是 k 可染的数 k 的最小值。列表染

色是由点染色发展而来，Erdös 等人于 1979 年在文献[2]中给出了列表染色的定义。如果映射 L 为图 G 的

每个顶点 v 提供可能的颜色列表 ( )L v ，则映射 L 被称为 G 的列表分配。G 的 k 列表分配 L 是指对于 G
的每个顶点均有 ( )L v k= 的列表分配。设 L 是图 G 的一个列表分配，如果存在 G 的点染色 c，使得对于

G 的每一个顶点 v 都有 ( ) ( )c v L v∈ ，那么称 G 是 L 可染的。如果对于图 G 的每一个 k 列表分配 L，G 都

是 L 可染的，则称 G 是 k 可选的。图 G 的选择数(或称列表色数) ( )l Gχ 是使得 G 是 k 可选的数 k 的最小

值。学者们对图的列表染色进行了广泛的研究，并取得了一系列的成果，可参见文献[3]-[8]。 
图的群染色是由 Jaeger 等人于 1992 年在文献[9]中所提出的。设 G 是一个图，A 是一个阿贝尔群，

记 ( ),F G A 为所有 E 到 A 的映射组成的集合，设 D 为 G 的一个定向，如果对于每一个 ( ),f F G A∈ ，都

存在顶点染色 :c V A→ ，使得 ( ) ( ) ( )c u c v f uv− ≠ ，其中边 uv 的方向是由 u 指向 v，则称图 G 是 A 可染

的。设 A 是任意阶至少为 k 的阿贝尔群，使得 G 是 A 可染的数 k 的最小值称为 G 的群色数，记为 ( )g Gχ 。 
图的群列表染色是由列表染色和群染色进一步拓展而来。设 G 是一个图，A 是一个阶数至少为 k 的

阿贝尔群，设 D 为 G 的一个定向， : 2AL V → 为 G 的列表分配。对于 ( ),f F G A∈ ，图 G 的 ( ), ,A L f 染

色是指 G 的染色 :c V A→ 满足对于 v V∀ ∈ 有 ( ) ( )c v L v∈ 且 ( ) ( ) ( )c u c v f uv− ≠ ，其中边 uv 方向是由 u 指

向 v。如果对于每个 ( ),f F G A∈ ，都存在 G 的 ( ), ,A L f 染色，那么称 G 是 ( ),A L 可染的。Král 等人在文

献[10]中引入了群可选性的概念。如果对于阶数至少为 k 的阿贝尔群 A 和任意 k 列表分配 : 2AL V → ，G
都是 ( ),A L 可染的，则称图 G 是 k 群可选的。G 的群选择数是使得 G 是 k 群可选的数 k 的最小值，记为

( )gl Gχ 。群可选性受到学者们的广泛关注，并且已得到该领域的一些初步结果[11] [12] [13] [14] [15]。 
图 G 的全图 ( )T G 是以 G 的顶点集 ( )V G 和边集 ( )E G 作为顶点集，即 ( )( ) ( ) ( )V T G V G E G= ∪ 。在

( )T G 中顶点 u 和顶点 v 相邻当且仅当满足以下三种情形之一： 
1) ( )u V G∈ ， ( )v V G∈ ，并且 ( )uv E G∈ ，即在 G 中顶点 u 和顶点 v 相邻； 
2) ( )u V G∈ ， ( )v E G∈ ，并且在 G 中边 v 关联顶点 u； 
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3) ( )u E G∈ ， ( )v E G∈ ，并且在 G 中边 u 和边 v 相邻。 
图 G 的全色数 ( )Gχ′′ 是指全图 ( )T G 的色数，即 ( ) ( )( )G T Gχ χ′′ = ；图 G 的列表全色数 ( )l Gχ′′ 是指全

图 ( )T G 的列表色数，即 ( ) ( )( )l lG T Gχ χ′′ = ；图 G 的全图 ( )T G 的群色数称为 G 的全群色数，记为 ( )g Gχ′′ ，

即 ( ) ( )( )g gG T Gχ χ′′ = 。图 G 的全图 ( )T G 的群选择数是使得 ( )T G 是 k 群可选的数 k 的最小值，记为

( )( )gl T Gχ 。图 G 的全图 ( )T G 的群列表色数称为 G 的全群列表色数，记为 ( )gl Gχ′′ ，即有

( ) ( )( )gl glG T Gχ χ′′ = 。在文献[16]中，赖虹建等人将全染色和列表全染色的概念扩展到图的全群染色和列

表全群染色，并研究了两种平面图的全群列表染色，证明了：设 G 是 ( ) ( )6G k k∆ ≤ ≥ 的平面图，若 G 不

包含 4 圈或 5 圈，则 ( ) 2gl G kχ′′ ≤ + ；设 G 是 ( ) ( )5G k k∆ ≤ ≥ 的平面图，若 G 不包含 4 圈和 5 圈，则

( ) 2gl G kχ′′ ≤ + 。 

2. 主要结果及证明 

在本文定理的证明中，我们采用反证法，通过构造极小反例，分析极小反例的结构性质，利用

Discharging 方法进行证明。首先对欧拉公式进行变形，得到顶点和面的初始权值 ( )ch x ( )x V F∈ ∪ ，且 
有 ( ) 0

x V F
ch x

∈ ∪

<∑ 。其次构建权转移规则，对顶点和面的权值进行转移，使得顶点和面的新权值 ( )ch x′ 均

非负，即 ( ) 0ch x′ ≥ ( )x V F∈ ∪ ，从而 ( ) 0
x V F

ch x
∈ ∪

′ ≥∑ 。这与权转移过程中权的总量保持不变相矛盾，说

明极小反例不存在，从而完成证明。 
如果面 f 的边界是一个圈，那么称 f 是简单面。我们用 ( )vm f 表示面 f 按顺时针方向通过顶点 v 的次

数。显然，如果顶点 v 不是割点，或者面 f 是一个简单面，那么 ( ) 1vm f = 。若顶点 v 是一个与非简单面

f 相关联的割点，则 v 的权转移过程等价于 v 与 ( )vm f 个 ( )d f 面相关联的情形；类似地，若面 f 是与割

点 v 相关联的非简单面，则 f 的权转移过程等价于 f 与 ( )vm f 个 ( )d v 点关联的情形。因此，在下文计算

新权的过程中，我们总假定 v 不是割点，并且面 f 是简单面。 
定理 2.1 设 G 是 k∆ ≤ ( 8k ≥ )且不含相邻三角形的平面图，则 ( ) 2gl G kχ′′ ≤ + 。 
证明反证法。设 G 是满足定理 2.1 条件的 V E+ 最小的反例，则存在阿贝尔群 A( 2A k≥ + )，( )2k +

列表分配 ( )( ) 2: AL V T G → 和 ( )( ),f F T G A∈ ，使得 ( )T G 不是 ( ), ,A L f 可染的。容易得到 G 具有以下性

质： 

1) G 的每一个顶点 v 至多与
( )
2

d v 
 
 

个三角形相关联； 

2) 3δ ≥ ； 

3) 若边 uv E∈ 且 ( ) ( ){ }min ,
2
kd u d v ≤ ，则 ( ) ( ) 3d u d v k+ ≥ + 。 

由于 G 不含相邻三角形，所以性质(1)显然成立。下面证明性质(2)和(3)。首先证明(2)，用反证法。假

设 v 是 G 的一个 2−-点且 e 是关联点 v 的一条边。令G G e′ = − 。根据 G 的极小性，得 ( )T G′ 有一个 ( ), ,A L f′ ′

染色 c(其中 L′为 L 在 ( )T G′ 上的限制，f ′为 f 在 ( )T G′ 上的限制)。c 可看作是 ( )T G 的一个部分 ( ), ,A L f 染

色，欲将 c 拓展为 ( )T G 的 ( ), ,A L f 染色。现擦除这个染色中点 v 的颜色，因而在 ( )T G 中只有顶点 v 和点

e 未染色。先对点 e 进行染色，设 1 2, , , ,ne e e v� 是 e 在 ( )T G 中的所有邻点。根据全图的定义和

( ) ( ) 2d u d v k+ ≤ + 有 ( ) ( ) 1 1G Gn d u d v k= + − ≤ + 。不失一般性，假设 iee 的方向为由 e 指向 ie ( )1 i n≤ ≤ ， 

易得到 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )
1

2 1 1
n

i i
i

L e c e f ee k k
=

− + ≥ + − + =∪ ，因而至少有一种颜色可以对 e 进行染色。再对点 v

进行染色，设 2 3, ,, , mve v v� 是 v 在 ( )T G 中的所有邻点。根据全图的定义和 ( ) 2d v ≤ 有 ( )2 4Gm d v= ≤ ，则

https://doi.org/10.12677/pm.2023.136172


张帆 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.136172 1692 理论数学 
 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )
2

2 4 1
m

i i
i

L v c e f ve c v f vv k
=

− + − + ≥ + − >∪ ，所以至少有一种颜色可以对 v 进行染色。因此， 

( )T G′ 的 ( ), ,A L f′ ′ 染色可拓展到 ( )T G 的 ( ), ,A L f 染色。这与 ( )T G 不是 ( ), ,A L f 可染的矛盾，从而(2)成立。 

其次证明性质(3)。用反证法。假设 G 中存在边 e uv= 且 ( ) ( ){ }min ,
2

d u d v k
≤ ，使得 ( ) ( ) 2d u d v k+ ≤ + 。

不妨设 ( )
2
kd u ≤ 。令G G e′ = − 。根据 G 的极小性，得 ( )T G′ 有一个 ( ), ,A L f′ ′ 染色 c (其中 L′为 L 在 ( )T G′  

上的限制， f ′为 f 在 ( )T G′ 上的限制)。c 可看作是 ( )T G 的一个部分 ( ), ,A L f 染色，欲将 c 拓展为 ( )T G 的

( ), ,A L f 染色。现擦除这个染色中点 u 的颜色，因而在 ( )T G 中只有顶点 u 和点 e 未染色。先对点 e 进行

染色，假设 1 2, , , ,ne e e u� 是 e 在 ( )T G 中的所有邻点。那么根据全图的定义和 ( ) ( ) 2d u d v k+ ≤ + ，有

( ) ( ) 1 1G Gn d u d v k= + − ≤ + 。不失一般性，假设 iee 的方向为由 e 指向 ie ( )1 i n≤ ≤ ，易得到 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )
1

2 1 1
n

i i
i

L e c e f ee k k
=

− + ≥ + − + =∪ ，因而至少有一种颜色可以对 e 进行染色。再对点 u 进行染

色，设 2 3, , , , me u u u� 是 u 在 ( )T G 中的所有邻点。根据全图的定义和 ( )
2
kd u ≤ 有 ( )2 Gm d u k= ≤ ，则

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )
2

2 1
m

i i
i

L u c e f ue c u f uu k k
=

− + − + ≥ + − >∪ ，所以至少有一种颜色可以对 u 进行染色。因此， 

( )T G′ 的 ( ), ,A L f′ ′ 染色可拓展到 ( )T G 的 ( ), ,A L f 染色。这与 ( )T G 不是 ( ), ,A L f 可染的矛盾，从而(3)成立。 
由 G 是平面图可知欧拉公式 2V E F− + = 成立。等式 2V E F− + = 两端同时乘−6，得

6 6 6 12V E F− + − = − ，变形为： 

( )( ) ( )( )6 2 6 12.
v V f F

d v d f
∈ ∈

− + − = −∑ ∑  

对于任意 x V F∈ ∪ ，定义 x 的初始权值：如果 x V∈ ，则 ( ) ( ) 6ch x d x= − ；如果 x F∈ ，则

( ) ( )2 6ch x d x= − 。那么有 

( ) 12 0.
x V F

ch x
∈ ∪

= − <∑  

我们将利用权转移规则重新分配顶点和面的权值，用 ( )ch x′ 表示 x 的新的权值 ( )x V F∈ ∪ ，权转移

规则如下： 

R1 每个 4+-面 f 向其关联的 4−-点 v 转移 ( )vm f ，向其关联的 5-点 v 转移 ( )1
3 vm f 。 

R2 若 3-面 f 与 3-点 v 关联，则 f 关联的另外两个点分别向 v 都转移
1
2
。 

下面计算点和面的新权值。首先考虑点的新权值。设 ( ) 3d v = ，根据性质(1)，v 至多与 1 个 3-面关联。 

若 v 只与 1 个 3-面 f 关联，由权转移规则 R2 知，f 所关联的另外两个点分别向 v 转移
1
2
；由权转移规则

R1 知，v 关联的两个 4+-面分别向 v 转移 1，故有 ( ) ( ) 12 1 2 0
2

ch v ch v′ = + × + × = ；若 v 不与 3-面关联，由 

权转移规则 R1 知，v 关联的每个面分别向 v 转移 1，故 ( ) ( ) 3 1 0ch v ch v′ = + × = 。设 ( ) 4d v = ，根据性质

(1)，v 至多与 2 个 3-面关联。由权转移规则 R1 得， ( ) ( ) 2 1 0ch v ch v′ ≥ + × = 。设 ( ) 5d v = ，则 v 至多与 2 

个 3-面关联，由 R1 得 ( ) ( ) 13 0
3

ch v ch v′ ≥ + × = 。设 ( )6 7d v≤ ≤ ，由 R1 和 R2 知 v 既不转出权值，也不转

入权值，故 ( ) ( ) 0ch v ch v′ = ≥ 。设 ( ) 8d v ≥ ，由 v 至多与
( )
2

d v 
 
 

个 3-面关联及 R2 得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 6 0.
2 2 2 2 4

d v d v
ch v ch v ch v d v

 
′ ≥ − ≥ − × = − ≥ 

 
 

其次考虑面的新权值。设 ( ) 3d f = ，由权转移规则知 f 既不转出权值，也不转入权值，故

( ) ( ) 0ch f ch f′ = = 。设 ( ) 4d f = ，若 f 关联 4−-点，由性质(3)知 f 至多关联 2 个 4−-点，由 R1 得 

( ) ( ) ( )1max 2 1,1 2 8 0
3

ch f ch f d f ′ ≥ − × + = − = 
 

；若 f 不关联 4−-点，由 R1 得 ( ) ( ) 1 4 0
3

ch f ch f′ ≥ − × > 。

设 ( ) 5d f ≥ ，用 n 表示 f 关联的 4−-点个数，由性质(3)知
( )
2

d f
n ≤ ，根据权转移规则 R1 可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 5 2 41 6 6 0.
3 3 3 3

ch f ch f n d f n d f n d f′ ≥ − × − − = − − ≥ − >  

综上所述，对于 x V F∀ ∈ ∪ ，都有 ( ) 0ch x′ ≥ ，得到矛盾，从而完成了定理 2.1 的证明。 
定理2.2设G是 k∆ ≤  ( 6k ≥ )的平面图，如果G中的3圈与3圈、4圈、5圈均不相邻，则 ( ) 2gl G kχ′′ ≤ + 。 
证明反证法。设 G 是满足定理 2.2 条件的 V E+ 最小的反例，则存在阿贝尔群 A( 2A k≥ + )，( )2k +

列表分配 ( )( ) 2: AL V T G → 和 ( )( ),f F T G A∈ ，使得 ( )T G 不是 ( ), ,A L f 可染的。类似于定理 2.1 的证明

我们可以证明 G 具有以下性质： 

1) G 的每一个顶点 v 至多与
( )
2

d v 
 
 

个三角形相关联； 

2) 3δ ≥ ； 

3) 若边 uv E∈ 且 ( ) ( ){ }min ,
2
kd u d v ≤ ，则 ( ) ( ) 3d u d v k+ ≥ + 。 

由 G 是平面图可知欧拉公式 2V E F− + = 成立。类似定理 2.1 的证明，可在 2V E F− + = 的两

端同乘−10，并变形为： 

( )( ) ( )( )2 10 3 10 20.
v V f F

d v d f
∈ ∈

− + − = −∑ ∑  

对于任意 x V F∈ ∪ ，定义 x 的初始权值：如果 x V∈ ，则 ( ) ( )2 10ch x d x= − ；如果 x F∈ ，则

( ) ( )3 10ch x d x= − 。那么有 

( ) 20 0.
x V F

ch x
∈ ∪

= − <∑  

我们将利用权转移规则重新分配顶点和面的权值，用 ( )ch x′ 表示 x 的新的权值 ( )x V F∈ ∪ ，权转移

规则如下： 

R1 每个 6+-点向其相邻的 3-点转移
1
3
。 

R2 每个 4+-面 f 向其关联的 3-点 v 转移 ( )vm f ，向其关联的 4-点 v 转移 ( )1
2 vm f 。 

R3 每个 6+-面 f 向其关联的 3-点 v 转移 ( )3
2 vm f ，向其关联的 4-点 v 转移 ( )vm f 。 

R4 每个 6+-面 f 向其相邻的 3-面转移
1
3
。 

下面计算点和面的新权值。首先考虑点的新权值。设 ( ) 3d v = ，根据性质(1)，v 至多与 1 个 3-面相关

联。若 v 只与 1 个 3-面 f 关联，由权转移规则 R1 知，每个 6+-点向其相邻的 3-点转移
1
3
；由权转移规则
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R3 知，v 关联的两个 6+-面分别向 v 转移
3
2
，故有 ( ) ( ) 1 33 2 0

3 2
ch v ch v′ = + × + × = ；若 v 不与 3-面关联，

由权转移规则 R1 知，每个 6+-点向其相邻的 3-点转移
1
3
；由权转移规则 R2 知，v 关联的每个面分别向 v

转移 1，故有 ( ) ( ) 13 3 1 0
3

ch v ch v′ = + × + × = 。设 ( ) 4d v = ，根据性质(1)，点 v 至多与 2 个 3-面相关联。若

v 与 3-面 f 关联，由权转移规则 R3 知，v 关联的两个 6+-面分别向 v 转移 1，故有 ( ) ( ) 2 1 0ch v ch v′ ≥ + × = ；

若 v 不与 3-面关联，由权转移规则 R2 知，v 关联的每个面分别向 v 转移
1
2
，故 ( ) ( ) 14 0

2
ch v ch v′ ≥ + × = 。

设 ( ) 5d v = ，由权转移规则知 v 既不转出权值，也不转入权值，故 ( ) ( ) 0ch v ch v′ = = 。设 ( ) 6d v ≥ ，根据

权转移规则 R1 知，每个 6+-点向其相邻的 3-点转移
1
3
，可得 

( ) ( ) ( ) ( )1 5 10 0.
3 3

ch v ch v d v d v′ ≥ − = − ≥  

其次考虑面的新权值。设 ( ) 3d f = ，由条件可知面 f 与 3 个 6+-面相邻，根据权转移规则 R4 知，每

个 6+-面 f 向其相邻的 3-面转移
1
3
，故 ( ) ( ) 13 0

3
ch f ch f′ ≥ + × = 。设 ( )4 5d f≤ ≤ ，若 f 关联 3-点，根据权

转移规则 R2 得 ( ) ( ) ( )2 1 3 10 2 0ch f ch f d f′ ≥ − × = − − ≥ ；若 f 不关联 3-点，即面 f 关联的点均为 4+-点，

由 R2 得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 53 10 10 0
2 2 2

ch f ch f d f d f d f d f′ ≥ − × = − − = − ≥ 。设 ( ) 6d f ≥ ，用 n 表示 f 关联

的 3-点的个数，由性质(3)知
( )
2

d f
n ≤ ，根据权转移规则可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 3 52 10 0.
3 2 3

ch f ch f d f n d f n d f′ ≥ − − − − ≥ − ≥  

综上所述，对于 x V F∀ ∈ ∪ ，都有 ( ) 0ch x′ ≥ ，得到矛盾，从而完成定理 2.2 的证明。 

3. 总结 

本文给出了全群列表染色的结构性质，进一步揭示了全群列表染色可约构型的特点。利用结构性质，

借助 Discharging 方法得到了两类不含相邻三角形的特殊平面图的全群选择数的上界，从而推进了平面图

全群列表染色的研究。 
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